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Das Problem der Kugelpackung
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Wie wiirdest du Tennisbélle oder Orangen stapeln?
Oder allgemeiner formuliert: Wie dicht lassen sich
identische 3-dimensionale Objekte tiberschneidungs-
frei anordnen? Das Problem, welches auch Anwen-
dungen in der digitalen Kommunikation hat, hort
sich einfach an, ist jedoch fiir Kugeln in héheren Di-
mensionen noch immer ungelost. Sogar die Berech-
nung guter Naherungslosungen ist fiir die meisten Di-
mensionen schwierig.

1 Kugelpackungen

Jeder der schon einmal Platzchen auf ein Backblech gelegt hat oder Bauklotze
in eine Kiste geraumt hat, hat sich mit Packungsproblemen in zwei oder drei
Dimensionen beschéftigt. Wir fragen nach der dichtesten Packung, oder genauer
gesagt nach einer dichtesten Packung. Handelt es sich bei den zu packenden
Objekten um n-dimensionale Kugeln, so entspricht die obige Frage dem bekann-
ten Kugelpackungsproblem. Zwei Moglichkeiten, Kugeln in Dimension n = 3 zu
packen, sind in Abbildung 1 dargestellt.
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Abbildung 1: Zwei unterschiedliche Kugelpackungen.

Die rechte Variante aus Abbildung 1 wére eine Moglichkeit, Kanonenkugeln
zu stapeln, was uns zur historischen Herkunft des Kugelpackungsproblems
fiihrt. Ende der 1590er-Jahre beauftragte Sir Walter Raleigh den Mathematiker
Thomas Hariot mit der Frage, wie viele Kugeln sich in einer vorgegebenen
Anordnung befinden. Hariot dachte jedoch weiter und fragte sich, wie man die
Anzahl der Kanonenkugeln in einem Schiff maximieren kann (Abbildung 2(a)),
woraus die Formulierung des Kugelpackungsproblems entstand. Angeregt durch
einen Briefwechsel mit Hariot Anfang des 17. Jahrhunderts, beschéftigte sich der
Mathematiker und Astronom Johannes Kepler ebenfalls mit diesem Problem.
Er kam 1611 zu der Uberzeugung, dass die rechte Variante aus Abbildung 1
der dichtesten 3-dimensionalen Kugelpackung entspricht [5]. Hierbei ist also
die Kugelpackung gemeint, welche die rechte Variante aus der Abbildung in
alle Richtungen fortsetzt. Ein Beweis der Korrektheit dieser Vermutung gelang
allerdings erst fast 390 Jahre spéter durch den Mathematiker Thomas Hales
(Abbildung 2(b)) und seinen Doktoranden Samuel Ferguson. Um zu zeigen, dass
die beschriebene Kugelpackung eine dichteste Anordnung ist, muss man zeigen,
dass keine andere Anordnung dichter ist. Die Schwierigkeit hierbei liegt unter
anderem darin, dass es unendlich viele mogliche Kugelpackungen gibt. Hales
und Ferguson gelang der Beweis der Keplerschen Vermutung 1998 auf 300 Seiten
mit Hilfe eines Computerprogramms, welches iiber 50.000 Zeilen umfasst.

2 Moderne Methoden fir Kugelpackungen

Das Kugelpackungsproblem ist ein schwieriges Optimierungsproblem: im Allge-
meinen lasst sich die exakte optimale Dichte nicht effizient berechnen. Mittels
verschiedener Methoden ist es jedoch moglich, effizient tiberschneidungsfreie
Kugelpackungen zu konstruieren, deren Dichte eine Anndherung an die optimale

Unter dem Namen Flyspeck wurde dieser Beweis 2014 sogar von Thomas Hales formalisiert.
Dabei wird die Korrektheit des Beweises durch ein Computerprogramm tberpriift. Andere
Beispiele fiir Sétze, deren Beweise formalisiert wurden sind der Vier-Farben-Satz und der Satz
von Feit-Thompson. Mehr Informationen iiber dieses interessante Thema findest du hier: [10].
Einen Zeitungsbericht iiber den Beweis der Kepler-Vermutung findet sich hier: [6].



(a) Packung von Kanonenkugeln. (b) Thomas Hales.

Abbildung 2

Dichte von unten, also eine untere Schranke fiir die optimale Dichte liefert.
Zur Berechnung einer Anndherung an die optimale Dichte von oben, also einer
oberen Schranke, sind spezielle mathematische Methoden notwendig, welche
diese effizient berechnen kénnen. Hierbei ist zu zeigen, dass keine Kugelpackung
dichter als die gefundene obere Schranke ist. Es ist besonders erstrebenswert,
dass die untere und die obere Schranke dicht beieinander liegen.

Wir wollen zunéchst Beispiele fiir untere Schranken geben und dann eine
Methode skizzieren, mit der man obere Schranken erhalten kann.

2.1 Untere Schranken mittels Gitterpackungen

Eine Moglichkeit untere Schranken zu bestimmen bieten Gitterpackungen,
welche auf einem Gitter

L= {zn:aibilai GZ}
i=1

mit linear unabhéngigen Vektoren by, ...,b, € R™\ {0} basieren. Die Vektoren
b1,...,b, nennen wir Basisvektoren oder Basis des Gitters. Wir fassen je einen
Gitterpunkt als Mittelpunkt einer Kugel auf. Wahlt man als Radius r aller
dieser Kugeln die Halfte der minimalen Lénge der nicht-trivialen Gittervektoren,

also
Lo (o]
r:= — min ,
2 veL\{o}

so bilden diese Kugeln eine Kugelpackung.
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Abbildung 3: Gitterpackungen in Dimension 2 und 3. Basisvektoren sind in rot
dargestellt.

Formal ist das Gitter fiir die 3-dimensionale Packung in Abbildung 3

definiert als
V2 V2 0
D3:=qa1| 2| +a2 0 + as \/i rai,a2,a3 €7Z p.

In der mittleren Abbildung sind lediglich die entsprechenden Gitterpunkte mar-
kiert, wohingegen die rechte Abbildung die zugehorige Kugelpackung darstellt.
Diese entspricht der Anordnung von Kepler und ist, wie Hales und Ferguson
zeigen konnten, mit einer Dichte von #5 bzw. 74,048 ...% optimal.

Ein interessantes 8-dimensionales Gitter ist das Eg-Gitter mit
By = \/Q{x ERP:zeZPU(L+2)8 Y5 u € 22} = (" bt a; € 7,

wobei die Basisvektoren b; als Spalten der folgenden Matrix aufgefasst werden
konnen:
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Dieses Gitter hat die Eigenschaft, dass es mit einer Dichte von % bzw.
25,366 . ..% vermutlich eine dichteste Kugelpackung im 8-dimensionalen Raum
beschreibt; siehe [4, S. 121]. Die vorgestellten Gitter D3 und Eg haben als mini-
male Lénge eines nichttrivialen Gittervektors den Wert 2 und somit bestehen

die zugehorigen Kugelpackungen aus Kugeln mit Radius 1 (Einheitskugeln).



2.2 Obere Schranken mittels semidefiniter Optimierung

Dieser Abschnitt setzt einige weitere Grundbegriffe der Linearen Algebra und
der Optimierung voraus. Weiter unten werden die Ergebnisse der vorgestellten
Methode beschrieben; hierbei ist es ganz erstaunlich wie nah in einigen Féllen
die oberen Schranken an den unteren Schranken sind.

Eine Moglichkeit zur Berechnung oberer Schranken bietet die semidefini-
te Optimierung, welche die lineare Optimierung von Vektoren auf Matrizen
verallgemeinert. Ein semidefinites Optimierungsproblem hat die Form

Smax = max {(C,X):(A;,X)=10; firallel <i<m},
XeS;0

wobei die Eingabe aus dem Vektor b € R™ und den symmetrischen Matrizen A;
und C € R™ "™ besteht und n und m natiirliche Zahlen sind. Weiterhin ist das
benutzte Frobenius-Skalarprodukt (-,-) definiert als (A, B) := > 1", Ai jBi ;.
Die gesuchte Matrix X befindet sich hierbei in der Menge der positiv semidefi-
niten Matrizen, die definiert ist als

S ={X: X € R™" symmetrisch, ¥ Xz > 0 fiir alle z € R™}

und die Eigenschaft hat, dass die enthaltenen Matrizen keine negativen Eigen-
werte besitzen. Die grofie Stirke der semidefiniten Optimierung besteht darin,
dass sich solche Probleme im Allgemeinen in ,polynomieller Zeit“ l6sen lassen.
Das bedeutet insbesondere, dass in vielen Féllen der Computer in der Lage ist
eine Losung des Problems zu berechnen.

Zur Anndherung der optimalen Dichte mit Hilfe von semidefiniter Optimie-
rung ist zusétzlich der Begriff der Unabhingigkeitszahl hilfreich. Fiir einen
endlichen Graphen G = (V, E) mit Knotenmenge V und Kantenmenge F ist
die Unabhdingigkeitszahl o(G) definiert als die maximale Anzahl von Knoten,
die paarweise nicht durch eine Kante verbunden sind. In Abbildung 4 ist am
Beispiel des sogenannten Petersen-Graphen eine maximale unabhéngige Menge
in rot dargestellt.

Fiir jede Wahl von 5 Knoten finden sich mindestens 2, die durch eine Kante
verbunden sind. Folglich hat die Unabhéngigkeitszahl dieses Graphen den
Wert 4. Teilt man diese durch die Knotenzahl |V, so erhilt man die mazimale
Dichte § = ﬁ -a(G) = 0,4. Um eine Teilmenge von Knoten mathematisch
zu beschreiben, ist der Begriff des charakteristischen Vektors hilfreich. Dies
ist ein aus Nullen und Einsen bestehender Vektor x, wobei jede Komponente
x; beschreibt, ob der entsprechende Knoten ¢ in der Teilmenge enthalten ist
(x; = 1) oder nicht (x; = 0). Die Unabhéngigkeitszahl eines Graphen G = (V, E)



Abbildung 4: Eine maximale unabhéngige Menge des Petersen-Graphen sind
die Knoten 1, 3,9 und 10.

ergibt sich somit als:

a(Q) = max 7
veR ey
7 —x;=0 fir alle Knoten i € V (1)
zx; =0 fiir alle Kanten {i,j} € E. (2)

Gleichung (1) stellt sicher, dass z ein charakteristischer Vektor ist: Wenn
0=2?—x; = z;(x; — 1), dann gilt ; = 1 oder z; = 0. Dariiber hinaus stellt

2 _
Gleichung (2) sicher, dass zwischen je zwei Knoten keine Kante existiert und
somit die resultierende Menge unabhéngig ist.

Zu dem Beispiel aus Abbildung 4 gehort der charakteristische Vektor:

z=(1 01000001 1)

Die Unabhéngigkeitszahl «(G) lidsst sich mit Hilfe des semidefiniten Pro-
gramms

IG) = Jnax {J,X):(I,X)=1und X, ; =0 fur alle Kanten {7, j} € E}
SN

abschétzen. Hierbei bezeichnet J die Einsmatrix, also mit Eintrdgen
Jiji=1firallel1 <i,j<n
und I die Einheitsmatrix, also mit Eintragen

1 fallsi=j
I ;= 0
0 fallsi#j.



Auch der Eintrag X;; von X kann als Frobenius-Skalarprodukt von X mit
der Matrix, bei der der Eintrag i, j eine 1 ist und bei der sonst alle Eintrage 0
sind, geschrieben werden. Die Abschitzung a(G) < ¥(G) ergibt sich wie folgt:
Definiert z den charakteristischen Vektor zu einer maximalen unabhéngigen
Menge, so kénnen wir iiberpriifen, dass die Matrix

= 1
X = ——a(z?)
[|[[?

eine zulédssige Losung fiir das semidefinite Programm darstellt. Es gilt

hd <I,)?> = Z:‘L:I jzi,i = ||$1H2 E:‘L:l Tili = Hsz =1 und
o X,;;=ux;z; =0 fir alle Kanten {i, j}, wegen Gleichung (2).

Fiir den Zielfunktionswert gilt

(J,X) = ZX”:H IE ZZWJ' ]2 ZIZZIJ
ig—1 i=1 j—1 ool |
R I N B N
= Za: Z:c = — Z = z; = a(G)
|zl =" = lzl]* =" = ’

wobei wir vom Ubergang der ersten zur zweiten Zeile Gleichung (1), also
r; = x?, benutzen. Somit ergibt sich wie behauptet a(G) < ¥(G). Fiir das
Beispiel, welches zu Abbildung 4 gehort ergibt sich aus dem charakteristischen
Vektor x:
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und (J, X )= % -16 = 4. Man kann sogar zeigen, dass fiir den Petersen-Graphen
die Gleichung a(G) = ¥(G) gilt.

Wir kdénnen also semidefinite Optimierung dafiir nutzen, die groite und somit
dichteste unabhingige Teilmenge in einem Graphen zu finden. Ganz &hnlich
kann man semidefinite Optimierung dazu benutzen, eine bestimmte Art von
Kugelpackungen, ndmlich die periodischen Packungen, zu optimieren.



Man bezeichnet eine Packung P als periodisch, falls ein Gitter

L= {iaibi ta; € Z}
i=1

mit Basisvektoren by, ..., b, existiert, so dass P = v+ P fiir alle Elemente v € L
gilt. Das bedeutet, die Packung bleibt unverdndert, wenn man sie entlang des
Gitters verschiebt.

Es miissen aber nicht alle Elemente in der Packung P auch in dem Git-
ter L enthalten sein; siche zum Beispiel die Kreisscheiben in Abbil-
dung 5. Somit représentiert also jedes Objekt x € P alle Objekte der Menge
[x] = {v+ 2 : v € L}. Eine zum Gitter L gehorige Fundamentalzelle ist

definiert als
M = {Zaibi ta; € [0, 1)}
i=1

Der Schnitt M N P enthélt immer genau einen Représentanten der Mengen [x]
fir alle z € P.

In der nachfolgenden Abbildung ist als Beispiel eine 2-dimensionale periodi-
sche Kugelpackung fiir das Gitter

b fon (3 or(8) o c2)

dargestellt. Zur Berechnung der Dichte dieser Packung von Kreisscheiben vom
Radius 1 reicht es aus, alle Kugelmittelpunkte in der Fundamentalzelle

M—{a1 (3)—!—(12((2)):O§a1<1und0§a2<1}

zu betrachten, da sich diese Anordnung periodisch fortsetzt.

Abbildung 5: Periodische Packung entlang des Gitters L, wobei [(8)} die blauen
Kreisscheiben und [(f)} die Kreisscheiben definiert.



In Abbildung 5 entspricht dies den Punkten (8) und (f), und es ergibt

sich eine Dichte von “’f)ll((]ij)) -2 = 7. Hierbei bezeichnet B; eine Kreisschei-

be vom Radius 1 und vol(Bj;) deren Fliache. Bei hoherdimensionalen Gittern
bezeichnet B; eine n-dimensionale Kugel vom Radius 1 und vol(B;) deren
n-dimensionales Volumen.

Allgemein definieren wir einen Kugelpackungs- oder kurz K P-Graphen
Gkp = (Vkp, Exp) mit der (unendlichen!) Knotenmenge Vi p := M und der
Kantenmenge

Exp:={{z,y}: 2,y € Vkp und es gibt ein v € L, sodass d(x,y + v) < 2} .

Der Graph G p ist so konstruiert, dass die Mittelpunkte der iiberschneidungs-
freien Einheitskugeln eine unabhéngige Menge in Gip bilden. Analog zum
endlichen Fall ldsst sich die maximale Dichte ¢ mit Hilfe der Unabhéngigkeits-
zahl a(QG) definieren als

_ vol(By)
d= Vol(Vkp) OK(GKP)-

Das semidefinite Programm zur Berechnung von ¥(G) lasst sich ebenfalls
auf unendliche Graphen iibertragen, so dass man eine obere Schranke von

vﬁé@iﬁ) -9(Gp) fiir die maximale Dichte § erhiilt.

Durch das Anpassen des ,dualen“ Programms fiir 9(Gxp) erhilt man eine
verbesserte obere Schranke ¢/ (Gkp). Es gilt a(Grp) < ¥ (Gkp) < HGkp)
und somit erhalten wir eine bessere obere Schranke von v\;?(lg,il}z) - (Ggp) fiir
die optimale Dichte einer Kugelpackung mit Fundamentalzelle M. Man kann
das duale Programm auch erweitern, so dass es fiir beliebige Fundamentalzellen

eine obere Schranke liefert [7].

@
&
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Abbildung 6: Teilgraph von Gk p mit 3 Knoten.



Die oberen Schranken, die sich mit dieser Methode finden lassen, sind in
manchen Dimensionen verbliiffend nah an den unteren Schranken. Henry Cohn
und Abhinav Kumar [2] konnten Folgendes zeigen: Fiir die Dimension 8 liefert

das Fgs-Gitter die untere Schranke von % = 0,25366. .., wihrend die obere

Schranke (1 + 10~14) . % betragt. Ein weiterer pragnanter Fall findet sich in

Dimension 24. Die untere Schranke wird mit Hilfe des sogenannten Leech-Gitters
2

[4] bestimmt und betréigt ’{—; = 0,00192.... Mit Hilfe der semidefiniten Pro-
grammierung erhdlt man analog zum 8-dimensionalen Fall eine obere Schranke
von (1+1,65-10730) . 7{—;? In beiden Fallen scheint es also sehr plausibel zu
sein, dass die angegebenen Gitter tatsédchlich dichteste Packungen sind, wenn-
gleich es dafiir bis jetzt keinen Beweis gibt. Obwohl die Giite der Schranken im
Allgemeinen nicht so gut wie in den Dimensionen 8 und 24 ist, findet man mit
den hier vorgestellten Verfahren sowohl Schranken fiir das Packen von Kugeln
jeglicher Dimension, als auch fiir das Packen nicht-kugelférmiger Objekte.

Derartige Packungsprobleme finden auch Anwendung in der modernen Kom-
munikation. Dabei méchte man Signale iiber einen gestorten Kanal senden,
also beispielsweise iiber eine schlechte Telefonleitung. Die verschiedenen Signale
kann man sich bei diesem Beispiel als verschiedene To6ne vorstellen. Wenn die
Téne zu dhnlich sind, dann kann man sie nach der Ubertragung nicht mehr
unterscheiden; das méchte man vermeiden. Man {ibersetzt dann diese Signale in
Punkte im n-dimensionalen Raum. Damit zwei verschiedene Signale nach der
Ubertragung, bei der sie gestért werden, noch unterscheidbar sind, wihlt man
sie so, dass sie sich gut unterscheiden lassen, also im n-dimensionalen Raum
einen gewissen Mindestabstand haben. Das bedeutet, dass es um jedes Signal
eine Kugel gibt, in der kein anderes Signal liegt. Nun méchte man moglichst
viele verschiedene Signale tibertragen konnen, also diese Spharen moglichst dicht
packen.

Natiirlich dachte Johannes Kepler nicht an Anwendungen in der modernen
Kommunikation als er sich mit Kugelpackungen beschéftigte. Mehr iiber die
Keplersche Vermutung findest du in dem zugénglichen Buch von George Szpiro,
welches auch in deutscher Ubersetzung vorliegt [8].

Nachtrag des Editors:

Kurz vor Veréffentlichung dieses Schnappschusses legte Maryna Viazovska einen
Beweis dafiir vor, dass eine optimale Kugelpackung in Dimension 8 tatsichlich
durch das Es-Gitter gegeben ist [9]. Auf ihren Durchbruch aufbauend folgte ein
paar Tage spéter ein Beweis fiir die Optimalitdt des Leech-Gitters in Dimension
24 von Henry Cohn, Abhinav Kumar, Stephen D. Miller, Danylo Radchenko und
Maryna Viazovska [3]. Beide Beweise benutzten die Methode von Henry Cohn
und Noam Elkies [1] zusammen mit Quasi-Modulformen aus der analytischen
Zahlentheorie.
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