Schnappschiisse moderner Mathematik Ne2/2014
aus Oberwolfach

Matrixfaktorisierungen

Wolfgang Lerche

Im Folgenden soll ein kurzer Abriss des Themas
Matrixfaktorisierungen gegeben werden. Wir werden
darlegen, warum dieses recht simple Konzept zu er-
staunlich tiefen mathematischen Gedankengéngen
fithrt und auch in der modernen theoretischen Physik
wichtige Anwendungen hat.

1 Einleitung

Das Grundproblem ist einfach zu formulieren: Man betrachtet ein Polynom W (x)
mit n (komplexen) Variablen (z1,...,z,) = =, zum Beispiel W (z) = z175 — 23"
(wobei k eine natiirliche Zahl > 2 ist). Dieses Polynom kann auch noch von
weiteren, konstanten Parametern (t1,...,t,) = t abhéngen; in diesem Fall
schreiben wir W (z,t). Im Allgemeinen kann ein solches Polynom nicht dber
Clx1, ..., zy] faktorisiert werden, d. h. es kann nicht als Produkt von Polynomen
mit komplexen Koeffizienten geschrieben werden.I

Sogenannte Matrizfaktorisierungen sind aber fir jedes Polynom moglich.
Eine Matrixfaktorisierung eines Polynoms W (z,t) ist gegeben durch N x N—
Matrizen2 F(z,t) und G(x,t), deren Eintréige Polynome sind und deren Pro-
dukt diejenige N x N-Matrix ergibt, auf deren Diagonale genau das Polynom

Natiirlich ist z. B. die Produktdarstellung W(z) = 1 - W(z) immer moglich, aber solche
Htrivialen“ Moglichkeiten ignoriert man.

Eine N X N—-Matriz ist eine quadratische Anordnung von Elementen in N Zeilen und N
Spalten. Diese Elemente, die Eintrage der Matrix, kénnen z. B. Zahlen sein oder, wie in unserem

Fall, Polynome. Man kann zwei 2 X 2-Matrizen nach dem Muster araz) (b b =
a3 a4 bz by



W (z,t) steht und die ansonsten nur Nullen enthélt. Das heifit: Gesucht sind
N x N-Matrizen F(x,t) und G(z,t) mit F(x,t) - G(z,t) = G(x,t) - F(x,t) =
W (z,t) 1nxn. Aquivalent kann man dies so schreiben:

0 G(z,t)
2 _ _ )
Q (:L‘,t) - W(xat) 12N><2N ) Q(‘Tat) - <F($,t) 0 > .
Die Dimension N ist a priori beliebig.

Fiir ein Polynom W (z,t) kann es auch mehrere Matrixfaktorisierungen geben:
In unserem Beispiel W (z) = z122 — 23* gibt es folgende Matrixfaktorisierungen
mit N =2:
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Dies sind im Wesentlichen alle nicht-trivialen Matrixfaktorisierungen von W(z) =
1o — $3k.

Man kann F'4 bzw. G 4 als Abbildung von einem Raum M 0 in einen Raum M!
bzw. von M! nach M? auffassen und somit @ als Abbildung von M = M° @ M*
auf sich selbst verstehen.

2 Kategorisierung

Dem Problem der Matrixfaktorisierung eines Polynoms W liegt nun eine so
grundsétzliche wie abstrakte Struktur zugrunde. Namlich die einer Kategorie,
welche man grob als Ansammlung bestimmter Objekte O 4 zusammen mit einer
Ansammlung von sogenannten Morphismen Vg : O — O 4 zwischen diesen
Objekten verstehen kann. Man kann sich einen Morphismus als Pfeil von einem
Objekt zu einem anderen vorstellen. Sehr oft sind die Morphismen einfach nur
Abbildungen. 2! Zu einem gegebenen Polynom W kann man nun folgendermafien
eine Kategorie Cat(M Fy ) konstruieren: Die Objekte O4 von Cat(M Fy) sind
die verschiedenen Matrixfaktorisierungen, die zu Wgehoren, d. h. sie sind von
der Form

O = (MOEAS MY Gas MO) | Fu-Ga=Ga-Fa=W.

(al-b1+a2-b3 a1 -ba+as-by

itei d Itiplizi ; fi o3 Matri ht
as by +ay-bs  as- by +ay- b4) miteinander multiplizieren; fiir gréflere Matrizen ge

1 0 ... O
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das analog. Die N x N-Matrix | . . .| kiirzt man oft mit 1% n ab.
. 0 c. .
0o ... 0 1

Zum Beispiel bilden die Vektorrdume die Objekte einer Kategorie, die zugehdrigen Mor-
phismen sind dann lineare Abbildungen.



Derartige Objekte nennt man auch , getwistete Kettenkomplexe®.

Die Morphismen der Kategorie Cat(M Fy) sind bestimmte Matrizen ¥ 45,
die zwischen Objekten O4 und Op vermitteln. In dieser Kategorie Cat(M Fy )
kénnen nun sogenannte ,,Differentiale"von Morphismen W 45 definiert werden
wie z. B.

dVYap = Qa-YapEtVap-Qp.

Nun kommt es darauf an, welche Morphismen ¥ 4 Differential Null haben
(dU4p =0), und ob sie als Bild von anderen unter der Abbildung d erhalten
werden konnen oder nicht (d. h. gibt es einen Morphismus \il, der s =d U AB
erfullt?).

Im obigen Beispiel W () = x129 — 23 kann man z. B. folgende nicht-triviale
Morphismen finden:

0 0 —x2 $3A
0 0 zsh—4  —x
Va4 = o 25 A1 30 01 , A=1,...,k—1,
$3k_A_1 T2 0 0

wobei jedes W41 4 verschwindendes Differential hat (d.h. dWayq 4 = 0),
selbst aber nicht im Bild von d liegt (d.h. es gibt keinen Morphismus ¥ mit
AV =Ts194 ).

Wir haben nun die Kategorie der Matrixfaktorisierungen Cat(M Fyy) im
Wesentlichen beschrieben; hierzu kommen diverse weitere Strukturen wie zum
Beispiel eine Festlegung, wann zwei Objekte als dquivalent anzusehen sind (z. B.
wenn sie sich nur um die triviale Matrixfaktorisierung unterscheiden, bei der
F =1 und G =W ist oder umgekehrt).

3 Anwendungen in Mathematik und Physik

Die Kategorie Cat(M Fyy) tritt in verschiedenen Zusammenhéngen in Mathe-
matik und Physik auf. Eine sehr wichtige Anwendung besteht in der Theorie
der Singularitdten und deren Auflésung, einem Teilgebiet der algebraischen Geo-
metrie. Die Menge derjenigen Punkte = (1, ...,x,) in C"*, die die Gleichung

W(x,t) = 0



erfiillen, bilden eine Mannigfaltigkeit. In unserem Anfangsbeispiel etwa bildet
die Losungsmenge der Gleichung

T1X9 —.Z‘gk =0

eine Mannigfaltigkeit mit einer isolierten Sz’ngulam’tdt am Koordinatenur-
sprung (wobei k > 2 ist). Man kann sich vorstellen, dass eine solche Singularitit
durch simultanes Schrumpfen mehrerer Zykeln einer anderen, nicht-singuldren
Mannigfaltigkeit entsteht. Um die Geometrie besser zu verstehen, ist es aber
giinstiger, statt der kollabierten (singuldren) Mannigfaltigkeit eine leicht de-
formierte, nur fast singuldre Mannigfaltigkeit zu betrachten. Diese erhélt man
durch die ,,Auflésung der Singularitit“, eine iterative Prozedur, bei der einzelne
Komponenten der Singularitéit schrittweise ,,aufgeblasen®, d. h. in wohldefinierter
Weise durch kleine nichtsingulédre Sphéren ersetzt werden.

Die Kategorie der Matrixfaktorisierungen kann dazu verwendet werden, die
Auflésung von Singularitdten zu beschreiben: Man kann die kollabierenden
Zykeln mit den Matrixfaktorisierungen assoziieren; die zugehorigen Morphismen
beschreiben, wie die Zykeln sich gegenseitig schneiden. Wir sehen, dass die Art
und Weise, wie Matrixfaktorisierungen mit einer Singularitdt assoziiert sind,
Information tiber deren Auflésung enthalten.

Singularitdten von Mannigfaltigkeiten und ihre Auflésung spielen eine wichti-
ge Rolle in der theoretischen Physik, genauer in der Stringtheorie. Die Stringtheo-
rie hat sich als ein sehr fruchtbares Bindeglied zwischen Mathematik und Physik
erwiesen. In der Stringtheorie wird angenommen, dass die zugrundeliegende
Struktur aller Elementarteilchen und ihrer Wechselwirkungen durch ultrakleine
Fadchen oder ,,Strings” gegeben ist (und andere, héherdimensionale Membranen,
kurz ,Branen”).

Die Elementarteilchen und ihre Eichwechselwirkungen in drei rdumlichen und
einer zeitlichen Dimension entstehen u.a. durch Strings und Branen, die sich
um topologisch nicht-triviale Zykeln einer sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit
herumwickeln oder sich zwischen unverbundenen Komponenten spannen. Daher

Eine Mannigfaltigkeit ist ein Objekt, das lokal so aussieht wie der flache Raum, global
aber vollig anders ausschauen kann. Zum Beispiel ist die Erdoberflache eine Mannigfaltigkeit.
Fiir einen auf ihr stehenden Beobachter ist sie kaum von einer Ebene zu unterscheiden, global
betrachtet aber ist sie anders geformt (ndmlich sphérisch).

Eine isolierte Singularitdt einer Mannigfaltigkeit ist ein einzelner Punkt, an dem die
Mannigfaltigkeit nicht so schén flach und glatt aussieht — etwa weil sie sich selbst durch-
dringt oder geknickt ist. Mithilfe des kostenlosen Programms SURFER (downloadbar unter
http://imaginary.org/de/program/surfer)kann man aus Polynomen Mannigfaltigkeiten mit
und ohne Singularitaten erzeugen. Erklarungen dazu findet man im Begleitheft unter der
Adresse http://imaginary.org/de/imaginary-entdeckerbox.

6] Man kann sich Zykeln als Teile der Mannigfaltigkeit denken, die aus (hoherdimensionalen)
werbogenen®“ Polyedern zusammengesetzt sind.



bestimmen die Geometrie, Topologie und speziell die Singularitdten dieser
héherdimensionalen Mannigfaltigkeit die Eigenschaften der Elementarteilchen,
also deren Ladungsspektrum, Massen, Kopplungen usw.d

Die iibliche , Riemannsche Geometrie* der Raumzeit ist nur eine Ndherung,
die bei groBlen Abstdnden oder niedrigen Energien giiltig ist. Bei hohen Energien
bzw. kleinen Abstidnden werden Quanteneffekte wichtig. Die Frage ist daher,
welche Art von mathematischer Sprache man iiberhaupt verwenden kann, um
solche ,nichtgeometrischen” Phinomene bei kurzen Abstdnden zu beschreiben.
Es stellt sich heraus, dass die Sprache der Kategorien gut geeignet ist, um
solche aufgewickelten Branen zu beschreiben. Wahrend die naive Vorstellung
von aufgewickelten Branen und Strings nur bei grofien Abstéinden giiltig ist, wird
deren allgemeine Natur durch algebraische Objekte wie Kettenkomplexe und
Abbildungen zwischen ihnen korrekt beschrieben. Obwohl diese Ideen vielleicht
recht abstrakt anmuten, kann man sie in handfeste physikalische Berechnungen
ummiinzen, indem man ausnutzt, dass die Kategorie der Matrixfaktorisierun-
gen aquivalent zu gewissen anderen relevanten Kategorien ist. In dieser Weise
kann man die verschiedenen Branen mit denjenigen Matrixfaktorisierungen be-
schreiben, die zur sechsdimensionalen Mannigfaltigkeit gehoren, und die offenen
Strings mit den Morphismen. Dies erlaubt es, mittels expliziter Matrixdarstel-
lungen physikalische Phidnomene zu studieren, zum Beispiel das Problem der
Bindungszustéinde von Branen — es gibt ndmlich keine absolute Unterscheidung
zwischen elementaren und zusammengesetzten Branen. In der Sprache der Ka-
tegorien, wo solche Branen als Kettenkomplexe dargestellt werden, ist dem
automatisch Rechnung getragen.

Wir sehen hier also anhand von Matrixfaktorisierungen, wie sehr abstrakte
mathematische Konzepte in der Physik eine konkrete und niitzliche Anwendung
finden kénnen.

So fithrt z. B. eine Singularitét der obigen Form direkt zu Eichwechselwirkungen zwischen
Elementarteilchen mit Eichgruppe SU (k).
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