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Wie steuert man einen Kran?

Robert Altmann e Jan Heiland

Die Steuerung einer Last an einem Kran ist ein tech-
nisch und mathematisch schwieriges Problem, da die
Bewegung der Last nur indirekt beeinflusst werden
kann. Anhand eines Masse-Feder-Systems illustrieren
wir diese Schwierigkeiten und zeigen wie man mit
einem zum konventionellen Losungsweg alternativen
Optimierungsansatz die auftretenden Komplikation-
en teilweise umgehen kann.

1 Die Problemstellung

Wir betrachten zwei Wagen, die wie in Abbildung 1 durch eine Feder verbunden
sind. Die Aufgabe ist nun, den linken Wagen (Wagen 1) so zu fithren, dass sich
der rechte Wagen (Wagen 2) in vorgegebener Weise vor und zuriick bewegt.
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Abbildung 1: Illustration zweier Wagen, die durch eine Feder gekoppelt sind.
Gesucht ist die Kraft F, die auf den linken Wagen ausgeiibt
werden muss, damit der rechte Wagen sich wie gewiinscht bewegt.



Dieses Beispiel stellt einen Prototyp fiir kompliziertere Kran-Modelle da, bei
denen man die zu transportierende Last auf bestimmte Weise bewegen mochte.
Auch in diesem Fall bewegt man die Last nicht direkt, sondern indirekt tiber
die Position des Krans, die Seillinge und die Aufrollgeschwindigkeit.

1.1 Die Problematik

Was macht das Problem so kompliziert? Ersetzt man die Feder durch eine feste
Verbindung, so ist die Steuerung schnell gefunden. Man bewegt den ersten
Wagen genau so, wie sich auch der zweite bewegen soll, nur um einen konstanten
Abstand verschoben.

Verwenden wir hingegen eine Feder, versetzt jede Bewegung des ersten
Wagens den zweiten in Schwingung. Das erschwert die Aufgabe erheblich, da
das Ziel nur noch indirekt angesteuert werden kann.

Das Problem ist also die schwache Kopplung zwischen den Ausgangsvariablen,
der Position der Last oder der Position des zweiten Wagens, und den steuerbaren
Variablen. Die schwache Kopplung bedeutet insbesondere, dass man stark agieren
muss, um auch nur kleine Effekte am Ausgang zu erreichen.

1.2 Formulierung als Differentialgleichung

Zur mathematischen Analyse des Problems beschreiben wir das System mittels
zweier Differentialgleichungen und einer algebraischen Gleichung, die die oben
beschriebene Dynamik mathematisch modellieren. Dazu nehmen wir an, dass
der rechte Wagen eine Masse von mo = 2kg hat und damit doppelt so viel
wiegt wie der linke mit m; = 1kg. Die Feder hat im entspannten Zustand
eine Lange von 0,5m. Die Bahn z2(t) des zweiten Wagens — auch Trajektorie
genannt — soll vorgegeben und durch die Funktionswerte einer Funktion, die
wir g nennen wollen, beschrieben werden. Nach der Formel , Kraft ist Masse
mal Beschleunigung“ erhalten wir zwei weitere Gleichungen und beschreiben
das Modell nun durch folgendes System von Gleichungen:

i1(t) = k(z2(t) — z1(t) — 0,5) + F(t), (1a)
2i9(t) = —k(w2(t) — 21(t) — 0,5), (1b)
za(t) = g(t). (1c)

Die Variablen z1(t) und z2(t) sind zeitabhéngig und geben die Position der
beiden Wagen an. Die wirkende Federkraft berechnet sich aus der Auslenkung

Dies ist das zweite Newtonsche Axiom, die ,,Grundgleichung der Mechanik“ und wird oft
als Formel durch F' = ma angegeben. Die Beschleunigung a eines Korpers ist dabei die zweite
Ableitung der zeitabhingigen Variable, welche die Position des Korpers beschreibt.
Mafeinheiten werden hier im mathematischen Modell ausgelassen.



der Feder multipliziert mit der Federkonstante k. Schlieflich bezeichnet F' die
gesuchte Eingangskraft, auch Kontrolle oder Kontrollkraft genannt, die man
aufbringen muss, um diese Bedingung zu erfiillen.

Solche Systeme nennt man differential-algebraische Gleichungen, da (1a)
and (1b) Differentialgleichungen sind, (1c) aber eine algebraische Gleichung ist.
Abkiirzend verwendet man DAE, was flir das englische Differential algebraic
equation steht. In der numerischen Simulation erweisen sich diese Gleichungen
als problematisch, da sie kleine aber unausweichliche Abweichungen — Rundungs-
fehler in der numerischen (Ndherungs-)Rechnung, Messfehler der eingehenden
Anfangsbedingungen und Parameter wie etwa der Federstirke k — so massiv
verstarken konnen, dass das Ergebnis unbrauchbar ist. Als Maf fiir diese zu
erwartenden Probleme, gibt es den sogenannten Index, siehe zum Beispiel [4].
Je grofler der Index eines Gleichungssystems, desto problematischer erweist sich
in der Regel die numerische Simulation des Systems.

Eine normale Differentialgleichung, die nicht an eine algebraische Gleichung
gekoppelt ist, hat den Index 0. Typische Gleichungen aus der Simulation von
Schaltkreisen oder mechanischen Systemen haben einen Index von maximal
3. Das Beispiel oben hat den Index 5. Das ist schon zu gro8, als dass mit
gangigen Losungsverfahren noch zuverldssige Approximationen erhalten wer-
den kénnten. In diesem hohen Index manifestiert sich die oben beschriebene
schwache Kopplung zwischen der (gesuchten) Eingangsvariablen F'(¢) und der
Ausgangsvariablen x2(t) mathematisch.

Die schwache Kopplung zeigt sich auch in der Losung der DAE, die man
fir dieses kleine Beispiel noch direkt hinschreiben kann. Wer mochte kann
nachrechnen, dass, geht man vom Stillstand zum Zeitpunkt ¢ = 0 und einer
gegebenen Wunschtrajektorie g(t) aus, die Losung zu (1) durch

za(t) = g(t), (2a)
21(6) = g(6) 05+ 201 (20)
und F(t) = %9(4) (t) +34(t) (2¢)

gegeben ist. Hierbei bezeichnet ¢ die vierte Ableitung von g¢. Eine erstaunliche
Konsequenz aus der speziellen Struktur der DAE ist, dass man die Trajektorie
g nicht beliebig vorgeben kann. Dies héngt damit zusammen, dass wir an
die Kontrolle F' die Bedingung stellen, stetig zu sein, das heif3t, anschaulich
betrachtet sollte F' sich nicht sprunghaft verdndern. Will man sich an realen
Bedingungen orientieren, ist dies eine sinnvolle Annahme. Ein solches F' kann
man aber nur dann finden, wenn die Funktion g mindestens viermal stetig
differenzierbar ist, wie aus Gleichung (2c) ersichtlich ist.



1.3 Trajektorie mit Sinusschwingung

Um dieses Phdnomen zu verdeutlichen, betrachten wir ein konkretes Beispiel.
Wollen wir erreichen, dass Wagen 2 mit einer hohen Frequenz aber einer kleinen
Amplitude schwingt, so geben wir beispielsweise die Trajektorie

g(t) = 1—10 sin(wt)

vor. Die Amplitude ist durch den Faktor 1/10 gegeben, die Frequenz durch den
Parameter w.

Lost man nun das System (1) so ergibt sich gemifl der allgmeinen Losung
(2¢) fiir die Eingangskraft

2 1 3
F(t) = Eg(‘g (t) 4+ 34(t) = 5—kw4 sin(wt) — EWQ sin(wt).
Die gewtinschte Frequenz geht also in der vierten Potenz in die aufzubringende
Kraft ein.

1.4 Auswirkungen auf numerische Verfahren

Das Beispiel macht deutlich, dass kleine Anderungen der Funktion g sehr grofie
Auswirkungen auf F' haben kénnen. Man kénnte sich zum Beispiel vorstellen,
die Frequenz w von 10s~! auf 11s™! zu erhéhen. Das macht einen erheblichen
Unterschied in der aufzubringenden Kraftamplitude!

Das gilt ebenso fiir ungewiinschte Abweichungen, die auftreten, wenn man
solche Probleme nédherungsweise auf dem Computer 16st. So werden, beispiels-
weise, eigentlich kleine Rundungsfehler in so grofem Mafle verstarkt, dass es
zum Ausfall numerischer Losungsverfahren kommen kann.

Ein solcher Ausfall besteht, wenn der zur néherungsweisen Bestimmung
der Losung gewéahlte Algorithmus nicht in der Lage ist, einen geringen Fehler
zwischen der berechneten und der eigentlichen Loésung zu garantieren. Manche
Algorithmen erkennen solche Situationen und warnen den Anwender. Anderen-
falls muss der Anwender dies aus der nachfolgenden Betrachtung der berechneten
Werte selbst erkennen. Mogliche Auswege sind, sofern verfiigbar, die Wahl einer
anderen Methode oder die Umformulierung des Problems.

2 Formulierung als Optimierungsproblem

Im ersten Abschnitt haben wir gesehen, dass die Bedingung, dass der rechte
Wagen genau auf der vorgegebenen Zieltrajektorie g liegt, Komplikationen mit
sich bringt.



Aus diesem Grund wollen wir diese Bedingung etwas abmildern. Wir nehmen
nun an, dass die Krafteinwirkung durch F' zum Zeitpunkt ¢ = 0 beginnt und
bei t =T endet, und betrachten dazu folgendes Optimierungsproblem:

Finde ein F mit moglichst kleinen Werten, sodass die Differenz
|z2(t) — g(t)| so klein wie moglich ist,

oder, mathematisch formuliert,

finde die Losung zu

J T 1
min {2 | (ot = g0 + BIF@R) dt + 5l () —g<T>|}, 3)
unter der Bedingung, dass x1, x2 und F die Gleichungen (1b) und (1a)
erfillen. Dabei sind 5 und -y positive, reelle Zahlen.

Statt unseres DAE-Systems (1) versuchen wir nun also ein anderes Gleichungs-
system zu 16sen. Wir fordern dabei nicht mehr, dass die Gleichung (1c) erfiillt
wird, sondern haben diese durch (3) ersetzt.

Die spezielle Form von (3) ldsst sich so erkléren: unter allen F' wird eines
gesucht, sodass die Summe aus dem Integral- und dem zusétzlichen Term
moglichst klein wird. Das Integral wird dann klein, wenn die Summanden des
Integranden moglichst klein werden, das heifit wenn die Abweichung von der
Zieltrajektorie g und die Kraft F' gering bleiben. Durch das Integrieren werden
grofle Abweichungen oder ein grofler Kraftaufwand tiber den gesamten Zeitraum
von Startpunkt 0 bis zum Endpunkt T ,bestraft®. Durch den letzten Term wird
der Endpunkt noch einmal besonders gewichtet. Mit den Parametern g3, v > 0
kann die Gewichtung der einzelnen Terme gesteuert werden, je grofler einer der
Paramter, desto kleiner wird erzwungenermaflen der entsprechende Term.

In realen Anwendungen wiére ein kleines F' in der Regel auch mit kleinen
Kosten verbunden, sodass man hier also einen Kompromiss aus Genauigkeit der
Kontrolle und den entstehenden Kosten sucht.

Die Umformulierung als Optimierungsproblem hat einige Vorteile. Erstens
den praktischen, dass die zur Ausiibung der Kraft notwendige Energie zur
Steuerung optimal eingesetzt wird, also moglichst wenig Energie ungenutzt
wver(sch)wendet” wird. Zweitens den theoretischen, dass die Glattheitsanfor-
derungen an g wegfallen. Im ersten Teil haben wir gesehen, dass man g als
mindestens viermal stetig differenzierbar annehmen muss. Um eine Losung fir
das Optimierungsproblem (1a), (1c) und (3) zu erhalten, reicht eine stetige
Ausgangsfunktion g.

Warum konnte das fiir das reale Problem ein sinvoller Ansatz sein?



Allerdings, und das ist entscheidend, muss der Kompromiss in der jeweiligen
Anwendung tragbar sein: Steuert man einen Kran, und die Last soll nach
durchlaufener Trajektorie an einem bestimmten Punkt stillstehen, so muss die
Masse am Ende wirklich in Ruhe sein und nicht nur so gut wie mdglich in Ruhe.

2.1 Lésungen des Optimierungsproblems

Die Minimierungsaufgabe mit dem ,Kostenfunktional“ (3) fillt in die Klasse
der Probleme Optimalsteuerung mit linearen Differentialgleichungen als Ne-
benbedingungen [3]. Fir diese Probleme gibt es diverse gut funktionierende
Losungsmethoden. Fiir uns ist wichtig, dass fiir grole Werte von 3, das heifit bei
einer starken Bestrafung vom Kraftaufwand F', die Kraft nicht mehr beliebig
grofl werden kann und damit in der Formulierung als Optimierungsproblem die
oben beschriebenen Schwierigkeiten der Fehlerverstarkung nicht mehr auftreten.

Das Kostenfunktional (3) ist so konstruiert, dass fiir immer kleinere Werte
von 3 immer mehr Gewicht auf die Differenz |x2(t) — g(t)| gelegt wird. In der
Tat kann man beweisen, dass, wenn § = 0 und g gentigend oft differenzierbar ist,
die Losung des Optimierungsproblems mit der Losung des Ausgangsproblems
in (1) zusammenfillt.

Interessante Uberlegungen ergeben sich fiir die Situation, dass g nicht ge-
niigend oft differenzierbar ist. Dann hat das Optimierungsproblem zwar eine
Losung fiir beliebig kleine § > 0, aber der Fall 5 = 0 ist nicht 16sbar. In
unserem Preprint [1] haben wir analytisch untersucht, wie sich die Losung des
Optimalsteuerungsproblems fiir 5 nah an der Null verhélt, und herausgefunden,
dass in diesem Fall die héheren Ableitungen der Kontrollkraft sehr hohe Werte
annehmen. Das wiederum bedeutet hohe Amplituden und schnelle Oszillationen
in der Kontrollkraft selbst — ein Zustand, den man in der Praxis, zum Beispiel
beim Steuern eines Kranes, auf jeden Fall vermeiden mdochte.

2.2 Beispiel

Fiir das in Kapitel 1.1 beschriebene Beispielproblem geben wir ein g vor, das
die Bewegung von Wagen 2 aus der Ruhelage in Position 22(0) = 0,5 m in die
Ruhelage in Position xo(T) = 2,5 m vorschreibt. Die Zieltrajektorie g ist so oft
differenzierbar gewéhlt, dass wir auch die exakte Kontrollkraft gemiafl Gleichung
(2¢) ausrechnen kénnen.

Wie in Abbildung 2 dargestellt, hat die fiir die exakte Losung des Problems
aufzuwendende Kraft F' extrem hohe Maximalwerte. Im Vergleich dazu sind die
Kontrollkrifte, die iiber das Optimierungsproblem bestimmt werden, selbst fiir
kleine Werte von 8 moderat. Der dafiir eingegangene Kompromiss besteht in
den Abweichungen von der exakten Zieltrajektorie, die fiir groffe 5 in Abbildung
3 deutlich hervortreten.
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Abbildung 2: Die exakt ausgerechnete Kontrollkraft /' und die aus der Opti-
mierung erhaltenen Kréfte fiir verschiedene Werte von f.

x9 — Trajektorie

Abbildung 3: Die exakte und die aus den Optimierungen erzielten Trajektorien.
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