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Billard und ebene Flachen

Diana Davis

Billard, die Zick-Zack-Bewegungen eines Balls auf ei-
nem Tisch, ist ein reichhaltiges Feld gegenwartiger
mathematischer Forschung. In diesem Artikel disku-
tieren wir Fragen und Antworten zum Thema Bil-
lard, und zu dem damit verwandten Thema ebener
Flachen.

1 Los geht’s!

Wo auch immer Sie gerade sitzen und diesen Artikel lesen: Um Sie herum
stoflen stdndig Sauerstoff-Atome und andere Gasteilchen zusammen und prallen
voneinander und von den Raumwénden ab. Die genaue Bewegung der einzelnen
Teilchen nachzuvollziehen, ist vielleicht interessant, aber sehr kompliziert. Ma-
thematiker neigen dazu, das Problem zuerst soweit wie moglich zu vereinfachen,
um dann zunéchst das vereinfachte System zu verstehen. In unserem Fall konn-
ten wir das System dahingehend verdndern, dass wir nur ein einziges Teilchen
in seiner Bewegung durch den Raum studieren und alle anderen Teilchen aufler
Acht lassen, sodass es keine Kollisionen oder andere Interaktionen zwischen
verschiedenen Molekiilen mehr gibt. Wir kdnnten es sogar noch weiter auf zwei
statt drei Dimensionen vereinfachen, indem wir ein Teilchen auf einer Oberflache
studieren, gleich einem Ball auf einem Billardtisch. Wie sich herausstellen wird,
ist schon dieser Fall interessant genug.

Betrachten wir den einfachsten Fall, in dem der Billardtisch quadratisch ist.
Wir nehmen an, dass wir uns den Ball (oder das Teilchen) als einen einzigen
Punkt vorstellen kénnen, der sich reibungslos bewegt (also nie zur Ruhe kommt),
und dass er beim Auftreffen auf die Bande des Tisches im gleichen Winkel
reflektiert wird, in dem er darauf zugelaufen ist (genau wie in der Wirklichkeit).



<N
A 4

(a) (b) (c) (d)

Abbildung 1: Unterschiedliche Pfade auf einem quadratischen Billardtisch.

Ist es moglich, den Ball so anzustoflen, dass sich sein Pfad iiber den Tisch
wiederholt? Ja: Wenn wir ihn vertikal oder horizontal in Bewegung setzen, wird
er zwischen zwei gegeniiberliegenden Punkten an parallelen Rédndern des Tisches
hin- und herlaufen, siehe Abbildung 1(a). Wir sagen dann, dass diese Trajektorie
(Pfad) periodisch mit Periode 2 ist (der Ball springt zweimal vom Rand des
Tisches zuriick, bevor er seine Bahn wiederholt). Andere Beispiele fiir periodische
Trajektorien, mit Periode 4 bzw. 6, sind in den Abb. 1(b)-1(c) dargestellt.

Kann man den Ball so anstoflen, dass sich seine Trajektorie niemals wieder-
holt? Sich das Bild einer solchen nicht-periodischen Trajektorie vorzustellen,
ist deutlich schwieriger, da sich die Trajektorie ja nie wiederholt. Tatséchlich
wird die Trajektorie den Tisch Stiick fiir Stiick einnehmen, bis das Bild zu
einem génzlich schwarzen Quadrat geworden ist (Abbildung 1(d)). Wenn wir
uns jedoch nicht auf den Tisch beschrinken, sondern den Tisch aufklappen,
dann gelingt es, das Bild einer solchen Trajektorie zu zeichnen.

Betrachten wir dazu die einfache Trajektorie, die unten in Abbildung 2(a)
dargestellt ist. In dem Moment, in dem der Ball den oberen Rand des Tisches
erreicht, klappen wir den Tisch nach oben auf, indem wir eine Kopie des Tisches
an den oberen Rand anfiigen. Der Ball kann nun in dieser Kopie weiter geradeaus
laufen, anstatt nach unten umgelenkt zu werden (Abbildung 2(b)).l] Wenn der
Ball nun als néchstes den rechten Rand des Tisches erreicht, machen wir das
gleiche noch einmal: Wir klappen den Tisch nach rechts auf, indem wir dort eine
weitere Kopie anfiigen, in der der Ball geradeaus weiterlaufen kann (Abbildung
2(c)). Diesen Vorgang koénnen wir beliebig oft wiederholen: Wir erstellen jedes
Mal eine weitere Kopie, wenn die Trajektorie eine Kante des Tisches erreicht.
Auf diese Art konnen wir die Trajektorie auf dem quadratischen Tisch durch
eine gerade Linie auf Millimeter-Papier darstellen.

Am besten stellt man sich einen transparenten Tisch vor, dann muss man sich nicht darum
sorgen, ob der Ball jetzt auf der ,Oberseite“ oder auf der , Unterseite“ des Tisches ist.
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Abbildung 2: Aufklappen des Billardtisches.

Mithilfe dieser Darstellung konnen wir miihelos ein Beispiel fiir eine nicht-
periodische Trajektorie finden. Nehmen wir dazu an, dass wir eine Linie mit
irrationaler Steigung zeichnen. Diese wird niemals zwei verschiedene horizontale
(oder vertikale) Kanten im gleichen Punkt schneiden, denn téte sie das, dann
wire die Steigung zwischen den entsprechenden Punkten gleich dem Verhéltnis
zweier ganzer Zahlen. Wir haben aber eine irrationale Steigung gewéahlt, also
kann das nicht passieren. Stoflen wir den Ball also mit irgendeiner irrationalen
Steigung an, so wird seine Trajektorie auf dem Tisch nicht-periodisch sein. Auf
die gleiche Weise kann man zeigen, dass die Trajektorie des Balls periodisch
sein wird, wenn wir ihn mit rationaler Steigung anspielen.

2 Ungewdhnliche Billardtische

Hier sind einige grundsétzliche Fragen, die man zu dynamischen Systemen
aufwerfen kann: Weist das System periodisches Verhalten auf? Gibt es nicht-
periodisches Verhalten? Wir haben gesehen, dass beide Félle bereits fiir den
einfachsten Fall, den des quadratischen Tisches, auftreten kénnen. Verzerrt
man den Tisch in vertikaler oder horizontaler Richtung, so bleiben die Regeln
des Systems unverdndert. Folglich gelten dieselben Resultate auch fiir alle
rechteckigen Tische. Jetzt sind wir vielleicht bereit, unser System komplizierter
zu machen. Dieselben Fragen konnen wir uns auch fiir jede andere beliebige



Tischform stellen - beispielsweise fiir einen dreieckigen Tisch, einen fiinfeckigen
Tisch oder einen Tisch, der aus mehreren zusammengeklebten Rechtecken
besteht. Abbildung 3 zeigt eine Trajektorie mit vielen Bandenkontakten auf
einem fiinfeckigen Tisch. (K6énnen Sie sich vorstellen, wie eine Trajektorie auf
einem kreisformigen Tisch aussehen wiirde?)

Abbildung 3: Eine Trajektorie auf einem fiinfeckigen Tisch.

Wir haben bereits gesehen, dass im Fall des quadratischen Tisches jede
Trajektorie entweder periodisch ist (und wir ihr Bild zeichnen kénnen) oder
dass ihr Pfad schliefllich den gesamten Tisch abdeckt (das Bild wird schwarz).
Trifft das immer zu? Uberraschenderweise lautet die Antwort: Nein! Es gibt
Tische, auf denen eine Trajektorie einen Teil des Tisches komplett abdecken
kann, aber einen anderen Teil nie erreicht: Eine Illustration dieses Phénomens
ist in Abbildung 4 dargestellt, sie wurde von Curtis McMullen konstruiert. Die
Trajektorie bleibt in dem Rechteck und einem Teil des Quadrats ,stecken, die
zwei Ecken des Quadrats kann sie nie erreichen. Lieflen wir den Ball weiterlaufen,
so wiirde die schattierte Region komplett schwarz eingefarbt, die Ecken jedoch
blieben weif3.

Abbildung 4: Eine nicht-periodische Trajektorie, die niemals die weiflen Ecken
erreicht.



Das wirft folgende Frage auf: Welche Tischformen besitzen die Eigenschaft,
dass jede nicht-periodische Trajektorie den ganzen Tisch abdeckt? Wie sich
zeigt, ist das fiir die meisten Tische nicht der Fall, sondern lediglich fiir solche
mit ausgepriagter Symmetrie. Dazu zdhlen Polygone, Tische aus mehreren
zusammengeklebten Quadraten, und einige einfache Dreiecke. Gegenwértig wird
weiter daran gearbeitet, mehr Beispiele fiir Tischformen mit dieser Eigenschaft
zu finden, aber bislang sind nur diese wenigen Beispiele bekannt [1, 5, 6].

3 Billard auf einem Donut

Gehen wir noch einmal zu dem aufgeklappten Billardtisch zuriick. Wir haben
den oberen Rand des Tisches aufgeklappt und damit eine Kopie des Tisches
erzeugt, in der der Ball weiter geradeaus laufen kann. Dadurch verhélt sich der
Rand, von dem der Ball abgeprallt wére, nicht mehr wie eine Wand. Deshalb
stellen wir ihn in Abbildung 5 als gestrichelte Linie dar. Der neue obere Rand
ist nur eine Kopie des unteren Randes, deshalb bezeichnen wir beide mit A, um
uns an die Identitdt der beiden zu erinnern. Genauso haben wir den rechten
Rand des Tisches aufgeklappt und eine weitere Kopie des bereits aufgeklappten
Tisches erzeugt, wodurch wir nun vier Kopien des Originaltisches haben. Der
neue rechte Rand ist eine Kopie des linken Randes, also bezeichnen wir beide
mit B. Erreicht die Trajektorie nun den oberen Rand A, erscheint sie einfach von
Neuem an der gleichen Stelle des unteren Randes A und lduft weiter. Genauso
erscheint sie einfach von Neuem am linken Rand B, wenn sie den rechten Rand
B getroffen hat. Diesen Prozess bezeichnet man als Identifikation des oberen
und des unteren bzw. des linken und des rechten Randes.

Diese Idee des ,,Wiedererscheinens® aus der linken Wand, nachdem man
die rechte Wand erreicht hat, konnte Ihnen aus Videospielen wie ,,Pac-Man* ,
»onake* oder ,Portal“ geldufig sein. Was Ihnen dabei entgangen sein mag, ist die
Tatsache, dass Sie sich in Folge der Identifikationen nicht mehr auf einer flachen
Ebene befinden, sondern auf einer ganz anderen ebenen Fléache! In Wirklichkeit
ist diese Flache die Oberflache eines Bagels oder Donuts, die von Mathematikern
als Torus bezeichnet wird.

Es ist hilfreich, sich den Grund dafiir zu vergegenwértigen. Klebt man beide
Kopien des Randes A zusammen, so erhélt man einen Zylinder, dessen beiden
Enden jeweils gleich dem Rand B sind (Abbildung 6). Wenn Sie den Zylinder
nun umbiegen, um beide Kopien des Randes B auch zusammenzukleben, dann
erhalten Sie die Torusflache (dabei miissen Sie den Zylinder ordentlich strecken
und stauchen, aber keine Sorge, Sie diirfen sich ihn als sehr elastisch vorstellen).

Auf dieselbe Art konnen wir viele andere Fliachen erzeugen (siche Abbildung
7). Wenn wir beispielsweise alle parallelen Kanten eines regelméfigen Achtecks
identifizieren, so erhalten wir eine andere Flache, ndmlich einen Torus mit zwei
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Abbildung 6: Zusammenkleben des Torus.

Lochern [4]. Genauso kénnen wir zwei Funfecke nehmen, eines um 180 Grad
drehen, und alle fiinf Paare paralleler Kanten identifizieren.2l Es stellt sich
heraus, dass die entstandene Fliache ebenfalls der Torus mit zwei Lochern ist.

Konnen Sie sich vorstellen, auf welche Weise man die identifizierten Kanten
des Achtecks aufrollen und zusammenkleben muss, so wie wir es mit dem
Quadrat gemacht haben? Es ist viel schwieriger — das Achteck muss ordentlich
gequetscht werden, wenn man seine Ecken aneinander fligt. Dennoch kann man
es schaffen; in Algebraic Topology von Allen Hatcher findet sich eine sehr gute
Darstellung [3, S.5].

4 Verdrehung der Oberflache

Meine Forschung iiber das Doppelfiinfeck und andere verwandte Flachen befasst
sich mit dem folgenden Problem: Angenommen, wir haben eine Trajektorie auf
einer Flache. Nun zerschneiden wir die Flache, verdrehen sie, und setzen sie der-
art wieder zusammen, dass die zerschnittenen Rénder erneut zusammengeklebt
werden. Was geschieht dadurch mit der Trajektorie?

Ich habe ein Video erstellt, in dem Tanz benutzt wird, um meine Forschung iiber das
Doppelfiinfeck rigoros zu erkldren: http://vimeo.com/47049144.


http://vimeo.com/47049144

Abbildung 7: Ein Achteck oder zwei Fiinfecke kann man zum Torus mit zwei
Lochern zusammenkleben.

Auf dem Torus bedeutet das, die Flache einmal aufzuschlitzen, sie ein-, zwei-,
drei- oder mehrmals zu verdrehen (in Abbildung 8 wird sie einmal verdreht), und
dann die Enden wieder zusammenzukleben. Wenn wir mit einer sehr einfachen
Trajektorie beginnen (einem Aquator des Torus), dann fiihrt das Verdrehen
dazu, dass die Trajektorie um das Loch in der Mitte herumléuft.
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Abbildung 8: Der Torus wird durchgeschnitten, verdreht, und wieder zusam-
mengeklebt.

Schon fiir dieses einfachste Beispiel ist es schwierig, sich die Trajektorie auf
der Torusflache vorzustellen. In Abbildung 9 hingegen sehen wir, dass sie sich viel
leichter auf das Quadrat zu zeichnen lasst; das trifft fiir die Originaltrajektorie
in Abbildung 9(a) zu als auch auf die verdrehte in Abbildung 9(b). Im Fall
komplizierterer Flichen und komplizierterer Trajektorien (siche Abbildung 9(c))
lassen sich die Verdrehung und ihre Folgen viel leichter auf den Polygonen
studieren als auf den drei-dimensionalen Darstellungen der Fléchen.

Wir bendétigen noch eine geeignete Art, um auf eine Trajektorie auf einer
Flache Bezug zu nehmen. Als sehr bequem erweist es sich, einfach die Folge
der Kanten-Bezeichnungen aufzuschreiben, welche die Trajektorie kreuzt: Die
Trajektorie in Abbildung 9(a) wiirde als ... BBB... oder kurz B bezeichnet,
die Trajektorie in Abbildung 9(b) wire ... ABABAB ... oder AB, und die aus
Abbildung 9(c) wiare EBECDC. Man spricht von den Schnittsequenzen der
Trajektorien.
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Abbildung 9: Die Verdrehung der Trajektorie auf einem Qudrat (a)-(b) und
eine Trajektorie auf zwei Fiinfecken (c).

Man kann sich nun die folgende Frage stellen: Kénnen wir entscheiden, ob
eine gegebene Folge von As und Bs die Schnittsequenz einer Trajektorie auf dem
quadratischen Torus ist? Kénnen Sie sich eine Folge von As und Bs iiberlegen,
die keiner Schnittsequenz auf dem quadratischen Torus entspricht?

Die Schnittsequenzen aus As und Bs auf dem quadratischen Torus sind
interessant und von grofler mathematischer Schénheit. Es ldsst sich ein Bezug
zwischen ihnen und Kettenbriichen herstellen: Man kann die Schnittsequenz
einer Trajektorie nutzen, um die Kettenbruchdarstellung der Steigung der
Trajektorie zu bestimmen. Selbst im Fall einer irrationalen Steigung gibt es
einen Algorithmus, mit dem man immer bessere Ndherungen der Steigung aus
der Schnittsequenz gewinnen kann. Finden Sie heraus, wie sie die Anzahl der As
und Bs in einer Wiederholung der Schnittsequenz einer periodischen Trajektorie
nutzen konnen, um die (rationale) Steigung der Trajektorie zu ermitteln?

Das Thema meiner Forschung ist es, alle moglichen Schnittsequenzen fiir
das Doppelfiinfeck und fiir verwandte Flachen zu beschreiben: Welche Folgen
von As, Bs, Cs, Ds und Es beschreiben tatsédchliche Trajektorien auf dem
Doppelfiinfeck? Die oben beschriebenen Verdrehungen der Fléche kénnen dabei
behilflich sein, denn wenn wir schon eine Trajektorie auf der Flache kennen, so
kénnen wir durch Verdrehen eine neue gewinnen [2]. John Smillie und Corinna
Ulcigrai ist es gelungen, alle moglichen Schnittsequenzen auf dem regelméfigen
Achteck zu beschreiben, und sogar eine Analogie zur Kettenbruchzerlegung fiir
die Richtung der Trajektorie zu finden. Leider ist die Antwort viel schwieriger
zu beschreiben als die Resultate fiir den quadratischen Torus, aber das ist auch
nicht iiberraschend: Die einfachsten Beispiele sind meistens die elegantesten.

Loésung: Zum Beispiel irgendeine Sequenz, die sowohl AA als auch BB enthailt.
Ay __ Anzahl der As

4 & . : —
Losung: Steigung = Xz = F okl der Bs-



Das Studium ebener Flichen! ist ein reichhaltiges Feld gegenwértiger For-
schung. Maryam Mirzakhani erhielt kiirzlich die Fields-Medaille, die héchste
Auszeichnung in der Mathematik, fiir ihre Forschung iiber Billard und ebene
Flachen. Mirzakhani studiert jedoch nicht nur die Dynamik eines Balls auf
einem einzigen Tisch oder einer einzigen Flache, sondern sogar auf einer ganzen
Gruppe von Fliachen. Letztlich 1duft das auf das Studium des Raumes aller
mdglichen Flachen hinaus. Das Studium solcher Rdume, von Billard, ebenen
Flachen und anderen verwandten Fragen, bezeichnet man als Dynamik. Das ist
ein recht neues Feld in der Mathematik, in dem intensiv geforscht wird.

Dieser Artikel wurde durch das Mathematics Translations in Europe (Ma-
TiE) Projekt von Mathematics in Furope in Kollaboration mit IMAGINARY
tbersetzt. Das Projekt hat Unterstiitzung von der Minchner Riick. Sie kénnen
alle tbersetzten Artikel auf www.mathematics-in-europe.eu finden.
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Fliachen wie die, die wir hier betrachtet haben, bezeichnet man oft als eben, da sie dadurch
entstehen, dass man Kanten von Polygonen, die Teil der Ebene sind, so zusammenklebt, dass
eine Trajektorie immer parallel zu sich selbst ist.
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