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Las métricas riemannianas dan a las variedades sua-
ves, como las superficies, propiedades geométricas in-
trinsecas, por ejemplo la curvatura. También permi-
ten medir cantidades como distancias, angulos y vo-
limenes. Estas son las nociones que utilizamos para
caracterizar la “forma” de una variedad. El espacio
de métricas riemannianas de una variedad suave es
un objeto matematico que codifica las posibles mane-
ras en las que podemos deformar geométricamente la
forma de la variedad.

1. Variedades suaves

Los personajes principales de esta instantdnea son las variedades suaves,
también llamadas variedades lisas, y las métricas riemannianas. Daremos la
definicién formal de variedad suave en un momento, pero comenzaremos con el
caso especial de superficies suaves. Una superficie suave es un subespacio de
dimensién 2 de algiin espacio circundante R” tal que cada parte suficientemente
pequena del subespacio puede deformarse a un disco euclidiano de dimensién 2.
Esta deformacién tiene que ser suave, es decir, debemos de poder tomar tantas
derivadas como deseemos de la deformacioén.

Sin embargo, las superficies lisas son simplemente el caso especial n = 2 de las
variedades suaves n-dimensionales. Para definir en general a las variedades suaves
n-dimensionales, introduciremos la nocién de difeomorfismo. Un difeomorfismo



es una funcién biyectiva suave cuya inversa también es suave. Dos conjuntos
abiertos de R™ son difeomorfos si existe un difeomorfismo que envia uno al
otro. Ahora podemos definir una variedad n-dimensional suave M como un
subespacio del espacio euclidiano R¥ para algtn niimero suficientemente grande
k > n con la propiedad de que cada punto de M tiene una vecindad abierta
que es difeomorfa a un subconjunto abierto de R™ (vea la Figura 1).
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Figura 1: Una variedad suave estd hecha de pedazos del espacio euclideo.

El primer ejemplo de variedad n-dimensional lisa es R™, el espacio euclideo
de dimension n. Para ver que R" es una variedad suave, observe que R™ en si
mismo sirve como una vecindad abierta de cada uno de sus puntos y el mapa
identidad es un difeomorfismo.

Otro ejemplo importante y menos trivial de variedad suave es la esfera
n-dimensional S™. La esfera consiste de todos los puntos en R"T! que estan
a distancia 1 del origen. Por ejemplo, en dimensién n = 2, S? se ve como la
superficie de una bola tridimensional (como un globo) y se define formalmente
de la siguiente manera:

S?={(X,Y,2) e R® | X? +Y?+ 22 =1}.

Tome en cuenta que v X? + Y2 4+ Z2 describe la distancia del punto (X,Y, Z)
al punto (0,0,0) y si esta distancia es 1, entonces también X2 +Y? + Z? es igual
a 1. Para demostrar que S? es una variedad suave de dimensién 2, usaremos
un lenguaje inspirado en el que se usa para describir a un globo terraqueo.
Primero, definimos el hemisferio sur aumentado S de S? como toda la esfera
con el polo norte eliminado. Asimismo, el hemisferio norte aumentado N es
todo S? menos el polo sur. Observe que tanto A/ como S son conjuntos abiertos
de §? y cada punto (X,Y, Z) € S? est4 contenido en al menos uno de los dos
hemisferios aumentados. Por lo tanto, para probar que S? es una variedad suave
de dimensién 2 es suficiente mostrar que cada uno de estos dos hemisferios
aumentados es difeomorfo a un conjunto abierto de R?. Podemos hacer esto
mediante la proyeccion estereogrdifica: seleccione su punto favorito, digamos



S? c R3

=

plano XY

\

Figura 2: Proyeccion estereografica de dos puntos diferentes p y ¢, donde los

puntos en la esfera aparecen en negro, mientras que los del plano
XY en blanco.

p=(X,Y,Z) en Sy dibuje la linea que pasa por el polo norte N = (0,0,1) y p
(vea Figura 2). Ahora, la proyeccién estereografica de p en el plano XY se define
como el punto donde esta linea interseca al plano XY. La ecuacién vectorial
de esta linea es r(t) = N + tv, donde v = (X,Y,Z — 1). Por consiguiente, la
interseccién de esta linea con el plano XY ocurre cuando t = 1/(1 — Z), que

corresponde al punto P = (z,y,0) = (%, %, 0). De esta manera, hemos

definido un mapa suave f: S — R? mediante la ecuacién

1y =@ = (12g g ) )

No es dificil obtener la inversa de f simplemente comenzando con cualquier punto
(z,9,0) del plano XY, dibujando la linea desde el punto hasta el polo norte en
S? y calculando su interseccién con la esfera. Con esto, uno ve facilmente que f
es un difeomorfismo entre las vecindades abiertas S de p y R%. Andlogamente
uno demuestra que A también es difeomorfo a R?. En consecuencia, S? es una
variedad bidimensional suave.

2. Métricas riemannianas

Ahora queremos introducir geometria en las variedades suaves. Por ejemplo,
;,como se pueden medir las longitudes de curvas en una variedad suave M o
los angulos entre vectores? Tomemos primero a la variedad lisa méas simple, a
saber, R™. Una operacién bésica entre vectores de R™ es el producto punto, que
es un numero real

vw! = VW1 + -+ U Wy



para cualesquiera dos vectores (fila) v = (v1,...,0,) y w = (w1, ...,w,). Una
vez que tenemos el producto punto, podemos escribir la férmula del dangulo
entre v y w como arc cos(vw? /||v||||w||). Ademés, la longitud de una curva con

t1
velocidad o (t) es/ lo@®)|ldt. Aqui |jv]| = VouT = /(v1)2+ ...+ (vs)% es la

longitud del VeCtOIfUU.

Con el fin de dar sentido a todo esto en variedades lisas en general, necesitamos
desarrollar la nocién de vector tangente de una variedad y también de longitud
de un vector. De manera informal, podemos decir que un vector tangente es un
vector en el espacio circundante RF que comienza en un punto de la variedad
y cuya direccion es tangencial a la variedad. Hagamos esto preciso. Un wvector
tangente v en un punto p de una variedad suave M puede definirse como la
derivada al tiempo ¢t = 0 de una curva suave de la variedad, a : (—¢,6) = M
tal que a(0) = p. Tome en cuenta que si dos de estas curvas tienen la misma
derivada en t = 0 entonces definen al mismo vector tangente en p. En la Figura 3
representamos dos curvas y sus vectores tangentes correspondientes. El conjunto
de todos los vectores tangentes en p se denota por T, M y se denomina espacio
tangente de M en p. Por ejemplo, el espacio tangente en cualquier punto de
una superficie lisa contenida en R? es un plano dentro de R3. La suma, vectorial
convierte a T, M en un espacio vectorial y se le puede dar una base de la
siguiente manera: por definicién de variedad suave, hay un subconjunto abierto
U C R” junto con un difeomorfismo h : U — h(U) C M C R* con p = h(z)

para algin © = (z1,...,2,) € U. Entonces h puede considerarse como una
funcién vectorial que depende de las variables z1, ..., z,. Los vectores tangentes
oh dh

R PRRRRRY: d forman una base del espacio tangente T, M.

Figura 3: Las variedades suaves tienen un espacio tangente en cada punto.

Esta base se utiliza para dotar al espacio tangente 7, M con un producto
interno. Este concepto es una generalizacién del producto punto que utilizamos
anteriormente. Mas precisamente, un producto interno en un espacio vectorial
real V' es un mapa bilineal simétrico P : V x V — R tal que P(v,v) > 0 para
todov € Py P(v,v) =0siysolosiv=0.



La forma en que hacemos esto es considerando la matriz simétrica de n X n

on (on\" on (on\"
Ox1 \ Oxq ce Ox1 \ Oz
9p = .. ) (2)

T T
Oh Oh Oh dh
ox, \ Ox e Ox, \ Oxn

T
donde % (%) es el producto punto usual. Entonces la férmula
i J

on (on\"  on (en )"
Ox1 \ 01 *tt Ox1 \ Oz, w1
T . ) . )
gp(v,w) = vgpw* = (v1,...,0,) : . : s (3)
on (on\* on ( on \* Wn,
ox, \ Oz Tt Oz, \ Oxg
donde v = (v1,...,v,) vy w = (wy,...,w,) son vectores tangentes en p € M,

define un producto interno en 7, M. Por lo tanto, podemos definir la longitud
de un vector tangente en p por ||v|| = v/gp(v,v). Observe que si M es es espacio
euclidiano R™ y h es el mapa identidad, entonces g, es simplemente la matriz
identidad, y la Férmula (3) coincide con el producto punto habitual.

Si dotamos a cada espacio tangente (uno por cada punto p € M) con un
producto interno como ese, llegamos al concepto de métrica riemanniana:

Una métrica riemanniana de una variedad lisa M es una asignacion
de un producto interno en cada espacio tangente de M que varia
suavemente.

Como ejemplo, midamos la longitud del gran circulo en la esfera bidimensional

S?, parametrizada (en coordenadas estereograficas) por a(t) = (O, %),

0 < t < 2m. Su velocidad al tiempo t es el vector tangente &(t) = (0, Mﬁ)

Usando la Férmula (2) y la inversa del difeomorfismo (1), es facil (aun-
que bastante tedioso) demostrar que esta métrica riemanniana estd dada, en
coordenadas estereograficas, por la matriz

4 10
o) = T 2+ 2 (0 1) @

De manera técnica, esta férmula proporciona un producto interno al espacio tangente de
(x,y) € S2. La métrica riemanniana S? es la coleccién de todos estos productos internos.




, %) la métrica es

4 (1 0)
sin2(t) >2 0 1)°

(1 + (1—cos(t))?

y por lo tanto en el punto (0

Ahora usando la férmula (3) encontramos ||&(t)|| = \/g(&1 sint >(d(t)), a(t)) =

T—cos(t)
1. Por lo tanto, la longitud de la curva es

27 2
/ la(t)]| dt :/ Ldt = 2r.
0 0

En general, cada variedad lisa M C R¥ puede dotarse de una métrica rieman-
niana restringiendo el producto punto de R* a los espacios tangentes de M. Si
una métrica g coincide con esta métrica inducida, decimos que M estd encajada
isométricamente en R¥. Es de esta manera que podemos visualizar métricas
riemannianas particulares (al menos para k < 3) y es como las figuras de todas
las métricas riemannianas siguientes deben ser entendidas.

Resumamos lo que tenemos hasta ahora: el objeto de estudio es una variedad
suave, que no es mas que un espacio localmente difeomorfo al espacio euclidiano
R™. En cada punto de una variedad lisa existe un espacio tangente, que es un
espacio vectorial que puede dotarse de forma natural de un producto interno.
La coleccién de todos estos productos internos (uno para cada punto de la
variedad suave) es lo que llamamos una métrica riemanniana. Esta tltima es
el dispositivo que utilizamos para dar sentido a los dngulos y longitudes de
vectores, etc. De ahora en adelante nos referiremos a las variedades suaves con
una métrica riemanniana como variedades riemannianas.

3. Curvatura

Si bien las variedades suaves se han definido como objetos contenidos en
algin espacio (euclidiano) circundante, es posible hablar de sus propiedades
geométricas locales intrinsecas. En términos generales, estas son cantidades que
pueden ser percibidas en una vecindad de un punto por una criatura “viviendo”
en la variedad suave sin tener que hacer referencia al espacio circundante. Si
piensas por un rato, es realmente dificil encontrar una propiedad local que
distinga entre las variedades suaves y el espacio euclidiano. Solo recuerda que
antes de que se desarrollara la cosmologia cientifica griega, las personas de otras

Para valores particulares de k no es facil decidir si existe un encaje isométrico en R¥,
aunque el llamado teorema de inmersién de Nash asegura que existe una encaje isométrico
para ciertos k mucho més grandes que n.



culturas europeas pensaban que la superficie de la Tierra era plana. Pero, ;no
es esto perdonable cuando olvidamos por un momento nuestro conocimiento
moderno y echamos un vistazo a lo que nos rodea? Como en el caso de la Tierra,
las variedades suaves son en general, por definicién, entidades homogéneas en el
sentido de que se ven iguales en vecindades de cada punto, es decir, localmente
no son diferentes del espacio euclidiano. Entonces, en principio, una criatura
que vive en una variedad suave no tiene medios para decidir en qué clase de
variedad vive simplemente mirando alrededor del punto en el que se encuentra.
Esto cambia si tenemos en cuenta la geometria de la variedad descrita por
una métrica riemanniana. Fue Carl Friedrich Gauss (1777-1855) quien se dio
cuenta por primera vez de que dicha estructura da lugar a una propiedad
intrinseca adicional llamada curvatura. En realidad, Gauss estudié superficies
regulares en R? y sélo mas tarde Bernhard Riemann (1826-1866) formaliz y
generalizd estas nocién a variedades de dimensiones superiores. Que la curvatura
sea una propiedad intrinseca de las variedades riemannianas es un hecho tan
sorprendente y notable que el propio Gauss se refirié a este descubrimiento
como Teorema Egregium, que es la expresiéon latina de teorema extraordinario.

La curvatura de una métrica riemanniana es una medida de cuan “intrin-
sicamente distorcionada” estd la variedad con respecto al espacio euclidiano.
De hecho, sup6n que estas parado en algin punto p de una superficie lisa M
y enciende una luz de cabeza. La luz de cabeza creard un cono de luzB en M
determinado por dos vectores tangentes v,w € T, M. Después de un tiempo
muy corto t, el cono de luz que tendria un ancho de L en un espacio euclidiano
te parecerd que tiene un ancho aproximadamente igual a

t2
L(14+Kyw—
( + ' 6)

para algin coeficiente K, ,,, que depende de qué tan intrinsecamente distor-
sionada este M en el punto p. ¥ Al nimero K, , usado arriba lo llamamos
la curvatura seccional de v y w en p. En una variedad de dimensién superior
podemos pensar en la luz emitida en un cono bidimensional generado por dos
vectores tangentes para introducir la misma nocién. Toma en cuenta que si
K, . es positivo, el cono de luz parecerd mas ancho que un cono en el plano
euclidiano. Esto ocurre en la esfera con la métrica definida en (4). En realidad,
en ese caso tenemos K, ., = 1. Y si K, ,, es negativo, entonces el cono de luz
parecerd mas estrecho que un cono en el plano euclidiano.

La Figura 4 muestra algunos ejemplos de variedades suaves bidimensionales
con conos de luz distorsionados.

Se debe entender que la “luz” en nuestra variedad viaja por los caminos més cortos.
Esto es difficil de comprobar con las herramientas que tenemos ahora, pero lo remitimos
al [1, Capitulo 5] para ver como se demuestra esto.



Figura 4: La curvatura positiva hace ver a los conos de luz més anchos, mientras
que la curvatura negativa los hace ver mas estrechos. El hecho de
ser plano corresponde a tener curvatura cero. El ancho de los conos
de luz estd resaltado con lineas curvadas y la luz es emitida por los
puntos sélidos.

4. Deformaciones

Hasta ahora hemos estado lidiando solamente con una métrica riemanniana
en una variedad suave. Pero a la misma variedad se le podrian dar muchas més
métricas riemannianas. Pensemos en la métrica redonda en la esfera definida en
(4).B Podemos crear una nueva métrica multiplicando a la métrica redonda por
un nimero positivo constante, digamos 100. Entonces la nueva métrica en S? es

400 10
M) =10 9 = gz oy <0 1> '

Visto con esta nueva métrica, el circulo mayor que pasa por el polo norte
y el polo sur que solia tener una longitud de 27 ahora tendra una longitud de
207. Y no solo las distancias se hacen mas grandes, sino que la variedad suave
se verda menos distorsionada. De hecho, en el caso en cuestién, la métrica h es
redonda con curvatura seccional constante reducida a 1/100.

Una pregunta que surge es si esta disminucién en la curvatura puede verse
como consecuencia de algtin tipo de proceso de evolucién en temporal que hizo
que la métrica g mutara en un periodo de tiempo en la métrica h. En realidad,
en este caso podemos modelar el cambio de una métrica a otra como un proceso
continuo simplemente “trazando una linea recta de métricas” entre g y h, es

A una métrica riemanniana en la esfera la llamamos redonda si tiene curvatura seccional
constante. La variedad en la parte inferior derecha de la Figura 4 es una esfera redonda.



decir, para cada t € [0,1] podemos definir un nueva métrica g* en la esfera por
g = (99t + 1)g. (5)

Observe que la métrica inicial (¢ = 0) es g y la métrica final (t = 1) es h,
por lo que acabamos de construir una deformaciéon continua de una métrica
riemanniana en otra. Algunos pasos de este proceso de deformacién se muestran
en la Figura 5.

Figura 5: Representacién de un una “linea recta” conformada de métricas en
la esfera.

Sin embargo, no todas las métricas riemannianas de la esfera son redondas.
De hecho, la superficie mas grande en la Figura 4 representa una métrica
riemanniana en la esfera que tiene curvatura positiva en algunos puntos y
curvatura negativa en otros. Podriamos preguntarnos de forma mas general si
cualquier métrica riemanniana § en la esfera S? puede obtenerse mediante una
deformacién continua de la métrica redonda g (o viceversa). La respuesta es si.
,Cémo? Pues... de nuevo, juniendo a las métricas con una linea recta! Es decir,
para cada t € [0,1] la ecuacién

g =tg+(1—-1t)g (6)

define una familia a 1-pardmetro (es decir, una deformacién continua) de métricas
riemannianas de S?, de modo que la métrica inicial es ¢ y la métrica final es g.

El punto es que ahora la deformacién definida en (6) puede ser insatisfactoria
si queremos controlar la curvatura durante la deformacién. Por ejemplo, parece
natural exigir que la deformacién de la esfera redonda permanezca curvada
positivamente en todo momento. Pero, jse puede lograr esto con cualesquiera
dos métricas riemannianas de S* curvadas positivamente?

En primer lugar, no hay razén para pensar que nuestra sencilla deformacién
definida en (6) retendréd cualquier condicién de curvatura. Esto se debe en parte
a la dependencia no lineal de la curvatura de la métrica riemanniana.

De hecho, toma mucho trabajo responder esta pregunta. Una forma de abor-
dar el problema es considerando una métrica riemanniana § como la condicién



mal camino

buen camino

Figura 6: Trayectorias que unen a dos métricas de S? curvadas positivamente.
Una pasa por métricas con un poco de curvatura negativa (mal
camino), la otra pasa por métricas con curvatura positiva (buen
camino).

inicial de cierto sistema de ecuaciones diferenciales parciales, conocido como
flujo de Ricci, llamado asi por Gregorio Ricci-Curbastro (1853 — 1925). Richard
Hamilton [3] mostré en 1986 que existen soluciones de estas ecuaciones. Estas
soluciones consisten de métricas riemannianas g* en S?, una para cada tiempo
t > 0. En otras palabras, el flujo de Ricci nos da naturalmente una deformacién
continua de la métrica inicial §. Lo que es atin mas interesante y que también
fue demostrado por Hamilton, es que si la condicién inicial § en S? fuera una
métrica curvada positivamente, entonces todas las métricas “deformadas” g
permanecen curvadas positivamente (como el buen camino de la Figura 6).
Ademds, Hamilton demostré que a medida que pasa el tiempo, la curvatura de
estas métricas no solamente se mantiene positiva, sino que también evoluciona
distribuyéndose al final uniformemente en toda la esfera; en otras palabras, jla
esfera eventualmente se vuelve redonda! En resumen:

Cada métrica riemanniana de S? positivamente curvada puede de-
formarse, a través de métricas positivamente curvadas, a una con
curvatura constante.

Solamente hemos discutido el caso muy especial de la esfera bidimensional
S2, pero la pregunta general que intentamos responder es la siguiente:

Dada una variedad suave M y dos métricas riemannianas g y g en ella
con alguna restriccién geométrica (por ejemplo, que sus curvaturas
tengan algtn limite superior o inferior especifico), jes posible obtener

10



g mediante una deformacién continua de g de métricas riemannianas
que mantienen la misma restriccion geométrica?

Para la mayoria de las variedades suaves y restricciones geométricas, esta
es una pregunta ampliamente abierta (que se ha discutido varias veces en
el Instituto de Investigacién Matemédtica de Oberwolfach). Déjenos senalar
que la situaciéon en dimensiones superiores es complicada, en parte porque
los métodos que utilizan ecuaciones diferenciales parciales (como el flujo de
Ricci) son muy dificiles de manejar. Sin embargo, se han obtenido algunos
resultados utilizando herramientas de topologia algebraica, topologia geométrica
y teoria del indice. El lector interesado deberia consultar el libro de Wilderich
Tuschmann y David Wraith [5], en el que los autores recopilan y explican muchos
de los resultados conocidos respecto a esta pregunta. Para dejarle ir con una
idea de cuéan diferentes son las cosas cuando escapamos del rango dimensional
inferior e imponemos restricciones de curvatura diferentes, mencionamos que
Francis Thomas Farrell y Pedro Ontaneda demostraron en [2] que existen
variedades suaves de dimensién 10 a las que se le pueden dar un nimero infinito
de métricas riemannianas con curvatura negativa constante —1 que no pueden
ser deformadas la una en la otra a través de métricas curvadas negativamente.
Ademas, Hitchin pudo exhibir en [4] dos métricas en una esfera de dimensién
8 con curvatura positiva que no pueden unirse mediante una deformacién de
métricas curvadas positivamente.
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