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Dieser Schnappschuss vergleicht zwei Arten des Kar-
tenmischens und untersucht, wie lange es dauert einen
“gut gemischten” Kartenstapel zu erhalten. Uberra-
schenderweise kann das Mischverhalten auch fir sehr
ahnlich ausschauende Kartenmischtechniken sehr un-
terschiedlich sein.

1 Mischen eines Kartenstapels

Vor dem Beginn eines Kartenspiels ist es wichtig, dass die Spielkarten gut
gemischt werden. Aber wie lange dauert es, diese gut zu mischen? Selbstver-
stdndlich moéchte man keinen geordneten Kartenstapel, da ansonsten leicht die
néchste Karte erraten werden kann. Gleichzeitig mochte man auch nicht zu viel
Zeit auf das Mischen des Kartenstapels verwenden. Dies fiihrt zu der Frage:

Was ist die minimale Anzahl an Mischdurchgdngen bis man eine zufdllige
Kartenrethenfolge erhdlt?

Um diese Frage zu beantworten, miissen wir zunichst die Grofle des Karten-
stapels und die Mischtechnik festlegen und genauer spezifizieren was es bedeutet,
etwas zu erhalten, was dem Zufall nahe kommt.



Wir nehmen ein Standard-Kartenstapel mit 52 Karten und mischen diesen
mit der bekannten Uberhand-Mischtechnik, bei welcher eine kleinere Menge
Karten von der einen Hand in die andere fallen gelassen wird. Ein Kartenstapel
heifit fast zufdllig, wenn alle moglichen Anordnungen an Karten beinahe gleich
wahrscheinlich sind.

Aus der Wahrscheinlichkeitstheorie, einem Teilgebiet der Mathematik, wel-
che die Wahrscheinlichkeit wiederholter zufélliger Ereignisse misst, wissen wir,
dass nicht alle Mischtechniken geniigend effizient sind, um in der Praxis Ver-
wendung zu finden: Das Uberhand-Mischen benétigt zum Beispiel tausende
Mischvorgédnge, um einen gut gemischten Kartensatz mit 52 Karten zu erhalten.

Daher betrachten wir als néchstes eine weitere Kartenmischtechnik: Zunéchst
teilen wir den Kartenstapel in zwei kleinere Stapel von ungefdhr der gleichen
Grofle auf. Dabei sind wir beim exakten Aufteilen in die zwei Stapel nicht zu
genau, da wir hier gerne eine gewisse Zufélligkeit erzeugen moéchten. & Wir
nehmen je einen Block in eine Hand und verschachteln sie geschickt, sodass wir
wieder einen einzigen Kartenstapel erhalten. Diese Technik, welche auch Bogen-
mischen (engl: riffle shuffle) genannt wird und sowohl von Hobbykartenspielern
als auch von Croupiers im Kasino angewandt wird, ist dafiir bekannt, sehr
effizient zu sein, was bedeutet, dass wir weniger als zehnmal mischen miissen

[2].

Beim Versuch, die Anzahl der notwendigen Mischwiederholungen zu bestim-
men um eine zuféllige Folge an Karten in unserem Stapel zu erhalten, schauen
wir uns bestimmte Informationsstiicke an, die eine Zufélligkeit anzeigen kénnten.
Im Fall des Bogenmischens bietet die Anzahl von aufsteigenden Folgen ein
aussagekraftiges Kriterium. Aufsteigende Folgen sind Folgen von Karten, die
benachbart und in einer gewissen Anordnung sind, und welche nach einem
Mischvorgang weiterhin in dieser Anordnung sind (sieche Abbildung 1).

Typischerweise hat ein zufilliger Kartenstapel mit n Karten ungefihr 4
aufsteigende Folgen und kann bis zu n solcher Folgen haben. Jedoch erzeugt
ein einmaliger Mischvorgang des Kartenstapels nur zwei aufsteigende Folgen. In
jedem Schritt wird die Anzahl der aufsteigenden Folgen héchstens verdoppelt.
Somit benétigen wir, um alle moglichen Kombinationen fiir den Kartenstapel zu
erhalten, (hypothetisch) mindestens n aufsteigende Folgen. Dies erhalten wir in
logy(n) Schritten (das ist die Haufigkeit der Schritte, die wir mit 2 multiplizieren

miissen, um n zu erhalten). Das zeigt, dass wir mindestens log,(n) Schritte

Mathematisch gesprochen teilen wir den Kartenstapel beziiglich einer Binomialverteilung.
Das bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, fiir den oberen Kartenstapel & Karten zu haben,
die gleiche ist wie die Wahrscheinlichkeit k-mal Kopf zu werfen, wenn man so viele faire
Miinzwirfe durchfiihrt, wie es Karten gibt.
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Abbildung 1: Fiir einen Kartenstapel mit elf Karten sind die aufsteigenden
Folgen in zwei verschiedenen Spalten dargestellt, jede Spalte
entspricht einer Hand im Bogenmischen. Nach einmal Mischen
ist die Anordnung der Karten (1,2,6,7,3,8,9,10,4,5,11) und
die aufsteigenden Folgen sind (1,2,3,4,5), in grau dargestellt,
und (6,7,8,9,10,11), in rot dargestellt. In jedem Mischschritt
verdoppelt sich maximal die Anzahl der aufsteigenden Folgen.

benotigen, um einen gut gemischten Kartenstapel zu erhalten.

Im néchsten Abschnitt werden wir herausfinden, wie hidufig wir den Karten-
satz mischen miissen, um sehr wahrscheinlich etwas gut gemischtes zu erhalten.

Die richtige Anzahl von Mischdurchgangen

Das Bestimmen der Wiederholungen, welche notwendig sind, um einen gut ge-
mischten Kartenstapel zu erhalten, ist stark mit dem Bestimmen, wie nahe ein
solcher Stapel an einem perfekt gemischten Kartenstapel ist, verkniipft. Da die
Verteilung der Karten im Stapel von Schritt zu Schritt zufélliger wird, kénnen
wir die Zufélligkeit als Funktion in Abhéngigkeit zu der Anzahl der Iterationen
angeben. Um diese Funktion zu berechnen, vergleichen wir die Wahrscheinlich-
keit, dass jede Anordnung des Kartenstapels nach unserem Mischen auftritt,
mit der Wahrscheinlichkeit, dass diese nach einem perfekten Mischen auftritt.
Formal bezeichnen wir mit 7¢(o) die Wahrscheinlichkeit, dass der Kartenstapel
nach ¢ Mischungen in einer gegebenen Anordnung o ist. Dariiber hinaus sei 7(o)
die Wahrscheinlichkeit, dass der perfekt gemischte Kartenstapel die Anordnung
o hat (diese Wahrscheinlichkeit ist dieselbe fiir jede Anordnung). Dann wird
die Zufélligkeit des Mischens durch die Verwendung der folgenden Summe iiber



alle moglichen Anordnungen berechnet:

=5 3 ')l

o Anordnung

Diese Formel stellt die totale Variationsdistanz dar: Das ist eine Zahl zwischen 0
und 1, wobei 0 bedeutet, dass der Kartenstapel perfekt gemischt ist. Zu Beginn,
wenn wir mit dem Mischen starten, ist die Funktion nahe bei 1. Diese Funktion
ist in jedem Schritt, wie zu erwarten, fallend. Das heifit, dass das Kartenspiel
in jedem Schritt besser gemischt wird. Der Kartenstapel ist geniigend gemischt,
wenn die totale Variationsdistanz unter einen bestimmten festgelegten (aber
beliebigen) Wert, zum Beispiel 1/, fallt.

Wir haben /4 gewdhlt, aber wiirden wir ein komplett anderes Ergebnis er-
halten, wenn wir 1/3 gewéhlt hitten? Fiir viele Mischtechniken ist die benétigte
Anzahl an Wiederholungen des Mischprozederes, um eine totale Variationsdi-
stanz von %, % oder % zu erhalten, sehr dhnlich. Daher ist der von uns gewéhlte
Bruch nicht entscheindend, solange die gewahlte Zahl kleiner als 1/2 ist. Dies
liegt an dem Auftreten des Cutoff-Phdnomens, welches einen scharfer Abfall in
der totalen Variationsdistanz beschreibt, wie in der Abbildung 2 zu sehen ist.

d(t)

=

6 7

Abbildung 2: Die Abbildung der totalen Variationsdistanz weist einen Cutoff
fir das Bogenmischen eines Kartenstapels von 52 Karten auf.
Nach 7 Wiederholungen des Mischens féllt die totale Variationsdi-
stanz unter %, welches darauf hindeutet, dass 7 Wiederholungen
ausreichend sind, um einen gut gemischten Kartenstapel zu er-
halten.

Daher kénnen wir unsere Aufmerksamkeit auf den Moment, wenn dieser
scharfe Abfall auftritt, fokussieren: dieses kurze Zeitfenster, in welchem die
Distanz von 1 nach 0 féllt und wir einen gut gemischten Kartenstapel erhalten,
ist unabhéngig von der beliebig gewéhlten Schranke.

Um das Cutoff-Phédnomen im Detail zu untersuchen, fithren wir das mathe-
matische Kernstiick dazu ein, die Markov-Kette, welche nach dem russischen
Mathematiker Andrey Markov benannt ist.



2 Markov Ketten und Stationaritat

Eine Markov-Kette ist ein stochastisches Modell, welches eine Abfolge von
moglichen Ereignissen beschreibt, welche zu festen Zeiten passieren, wobei das
Update eines Ereignisses nur vom aktuellen Ereignis abhéngt, aber nicht von
der Historie der vorherigen Ereignisse. Das Mischen eines Kartenstapels ist
also eine Markov-Kette, da es ausreichend ist, die aktuelle Anordnung der
Karten zu kennen, um die Entwicklung des Kartenmischens vorauszusagen. Die
Kartenanordnungen vor dem letzten Mischen beinflussen nicht die nachfolgende
Anordnung.

Um die genauen Schritte der Markovkette zu illustrieren, und um unsere
intuitive Idee eines gut gemischten Kartenstapels in mathematischen Termen
zu formulieren, geben wir zunéchst einen Namen fiir die Menge aller moglichen
Anordnungen der 52 Karten: Wir nennen diese Menge den Zustandsraum S
und jedes Element in dieser Menge einen Zustand. Die Zustinde, das heif}t,
die Elemente der Menge aller Kartenanordnungen, représentieren jeweils eine
Anordnung der 52 Karten. Insgesamt gibt es |S| = 52 - 51---2 - 1 mogliche
Zusténde fiir einen Kartenstapel.

Um den Prozess des Mischens zu formalisieren, geben wir zunéchst ein Bei-
spiel einer einfachen Markovkette mit nur drei Zustédnden an, welche wir grafisch
in Abbildung 3 illustrieren. Wir betrachten einen Zustandsraum S mit drei
Zustdnden a, b und ¢ und den folgenden Regeln: Wenn die Kette sich aktuell
im Zustand a befindet, dann bleibt sie in Zustand a mit Wahrscheinlichkeit
m(a,a) = 0.5 und springt zum Zustand b beziehungsweise ¢ mit Wahrscheinlich-
keit 7(a,b) = 0.3 bezichungsweise m(a,c) = 0.2. Wir bezeichnen mit 7 (¢, j) die
Ubergangswahrscheinlichkeit von einem Zustand i in einen Zustand j.

Analog sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten, wenn die Kette sich im
Zustand b oder ¢ befindet, in Abbildung 3 gegeben. Insgesamt erhalten wir die
Ubergangsmatrix

m(a,a) 7(a,b) w(a,c) 0.5 0.3 0.2
m=|mba) w(bb) wbec)]|=101 05 04],
mw(e,a) 7(e,b) w(c,c) 04 02 04

bei welcher alle Eintrdge zwischen 0 und 1 sind und die Summe aller Eintrége
einer Reihe 1 ergibt. Wir bemerken, dass der néchste Zustand nur vom aktuellen
Zustand abhéngt, aber nicht von den vorherigen. Diese Eigenschaft heifit Ge-
ddchtnislosigkeit und ist die charakterisierende Eigenschaft einer Markov-Kette.

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Kette Xg, X1, X2, X3, welche im Zustand
a zum Zeitpunkt 0 startet (Xo = a), zum Zeitpunkt eins den Wert b annimmt

Das Produkt 52 -51---2-1 heifit "52 fakultat", und kann mit 52! abgekiirzt werden.



Abbildung 3: Beispiel: Ubergangswahrscheinlichkeiten in einem System mit 3
Zusténden.

(X1 =b), gefolgt von Xy = a und X3 = ¢, ist gegeben durch
P[Xo = a,X1 =b,X> = a, X3 = c] = 7(a,b)7(b,a)7(a,c).

Betrachten wir wieder die kompliziertere Markov-Kette, welche den Prozess des
Mischens eines Kartenks beschreibt. Wir kénnen die Ubergangwahrscheinlich-
keiten mit Hilfe des Mischtechnik analog berechnen. Allerdings ist auf Grund
der 52! méglichen Kartenkombinationen die Ubergangsmatrix mit 52! x 52!
Eintrigen sehr grofl. Wir werden sie hier nicht ausschreiben!

Als néchstes prézisieren wir, was wir mit dem Begriff eines ’gut gemischten
Kartenstapels’ meinen: in der wahrscheinlichkeitstheoretischen Sprache bedeutet
das, dass die Markov-Kette sich in ihrer stationdren Verteilung, beziehungsweise
in einem geeigneten Sinne nahe an der stationdren Verteilung befindet. Zu
sagen, dass ein Kartenstapel “gentigend zuféllig” nach m Wiederholungen des
Mischenvorgangs ist, entspricht deshalb dem Bestimmen der Distanz zwischen
den Verteilungen der Karten nach m Schritten der Markov-Kette und der
stationdren Verteilung, siche Abschnitt 1.

In dem Beispiel mit der Markov-Kette mit drei Zustdnden (siehe Abbildung 3)
ist die stationére Verteilung die uniforme Verteilung. Das heifit, alle Zustinde
treten nach einer langen Zeit mit der gleichen Wahrscheinlichkeit auf. In Formeln
heifit das, dass die Wahrscheinlichkeit den jeweiligen Zustand zu erreichen, von
der Form p(a) = p(b) = p(c) = 1/3 ist (nach einer langen Zeit). Dies {iberpriifen
wir mit Hilfe der Gleichung u(a) = p(a)w(a,a) + p(b)w (b, a) + p(c)w(c,a), und
analog fir die Zustdnde b und c.

Damit ist die stationédre Verteilung fiir das Bogenmischen eins geteilt durch
die Gesamtanzahl an moglichen Anordnungen fiir die Karten, welche wie oben
beschrieben, 52! Moglichkeiten sind. In Formeln ergibt sich u(xz) = ﬁ = <
fir alle Zustdnde x € S. Es ist bekannt, dass unter milden Annahmen an



die Ubergangsmatrix, eine Markov-Kette auf einem endlichen Zustandsraum
eine eindeutige stationire Verteilung hat, siehe [5] fiir Details. Das Bewerten
der Mischqualititen des m-ten Schritts beim Mischen, oder bei einer anderen
Markov-Kette entspricht dem Berechnen der Distanz zwischen der Verteilung
nach m Schritten der Markov-Kette und ihrer stationédren Verteilung.

3 Zwei Beispiele fir Cutoff

Zusammenzufassend kénnen wir sagen, ein Cutoff tritt dann ein, wenn die
Distanz zur stationdren Verteilung (welche wir in der totalen Variationsdistanz
angeben) fiir eine gewisse Anzahl an Schritten nahe bei eins ist und dann
plotzlich abfallt und schnell gegen null konvergiert. Dieser Prozess ist jedoch
sehr fragil: das Verdndern der Regeln, wie das Abdndern der Anfangsverteilung
oder der Ubergangsmatrix der Markov-Kette, kann den Cutoff zerstoren.

Als néchstes betrachten wir zwei verschiedene Markov-Ketten, welche Wer-
te in {0,1,3,...} annehmen, und zwei verschiedene Verhalten aufweisen: das
klassische Ehrenfest-Modell, und das modifizierte Ehrenfest-Modell, welche in
Abbildung 4, beziehungsweise in Abbildung 5 visualisiert sind.

3.1 Das klassische Modell

Das Modell wurde von Paul Ehrenfest (1880-1933) und Tatyana Ehrenfest-
Afanaseva (1876-1964) eingefiihrt, um das Diffundieren von Gasen zu studieren.
Wir betrachten zwei Urnen und n Kugeln. Wir nehmen an, dass wir zu Beginn
genau wissen, wo sich die Kugeln befinden. Dann wird zuféllig in jedem Schritt
eine Kugel aus allen Kugeln ausgewéhlt und in die andere Urne gelegt. Wenn
wir zum Beispiel eine Kugel aus der ersten Urne auswéhlen, dann legen wir diese
in die zweite Urne. Der Zustand der assozierten Markovkette entspricht der
Anzahl der Kugeln in der ersten Urne. Dieser Zustand verédndert sich entweder
von i zu ¢ — 1, wenn die ausgewéhlte Kugel sich in der ersten Urne befindet (dies

geschieht mit Wahrscheinlichkeit #{Klﬁ?ﬁluigeﬁ ;ne LS
wenn sich die ausgewéhlte Kugel in der zweiten Urne befindet (dies geschieht

mit Wahrscheinlichkeit #{K'ﬁ§£ui‘;lg;nc 2 nty,

i . .
=), oder von i zu i + 1,

3.2 Das modifizierte Modell

Im Folgenden nehmen wir an, dass die Versuchsperson faul ist und manchmal
die ausgewéhlte Kugel in der selben Urne beldsst. Dies passiert mit der Wahr-
scheinlichkeit %ﬂ Das bedeutet, dass die Ubergangswahrscheinlichkeiten nun
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Abbildung 4: Darstellung der Markov-Kette assoziert zu den Ehrenfest-Urnen,
fiir n = 4 Kugeln.

von der Form

n—1

m(iyi—1) = (i, i) = 11 m(i,i+1) =

n+1 n+ n+1

sind.

Abbildung 5: Darstellung der Markov-Kette assoziert zu den modifizierten
Ehrenfest-Urnen, fiir n = 4 Kugeln.

Im Jahr 1983 bewies David Aldous [1], dass diese Markov-Kette die gleiche
stationdre Verteilung hat wie die zur klassischen Ehrenfest-Urne assozierte
Verteilung, und dass die Kette zur stationdren Verteilung konvergiert. Dariiber
hinaus, zeigte er, unter der Annahme, dass zu Beginn alle Kugeln in der zweiten
Urne sind, das Auftreten eines CutoffBl. Das heifit, er beobachtete bei der
Markovkette (X;); mit Xy = 0 und den Ubergangswahrscheinlichkeiten (1) eine
abrupte Konvergenz zur Stationaritit wie in Abbildung 2.

Unter der Verwendung der gleichen Techniken zeigte Persi Diaconis, dass die
Markov-Kette, die in % startet, erstaunlicherweise keinen Cutoff hat, wie in [3]
erklart wird. Er betrachtete eine gerade Anzahl n an Kugeln und nahm an, dass
sich zu Beginn 5 Kugeln in jeder Urne befinden. In diesem Fall konvergiert die
Markovkette (Y3);, welche durch Yy = & und den Ubergangswahrscheinlichkeiten
aus der obigen Formel (1) gegeben ist, zur stationdren Verteilung, wie es in
Abbildung 6 zu sehen ist.

Der Cutoff tritt zur Zeit %nlog(n) auf.



t, number of steps

Abbildung 6: Distanz zwischen der Verteilung von X; (in blau), beziechungsweise
von Y; (in griin), und der stationédren Verteilung fiir n = 100. Der
zuféllige Prozess X; weist im Gegensatz zu Y; ein Cutoff auf.

4 Kriterium flar Cutoff

Seitdem Aldous und Diaconis die Idee des Cutoff-Phénomens eingefiihrt haben,
sind Mathematiker daran interessiert zu verstehen, fiir welche Markov-Ketten
ein Cutoff-Phénomen auftritt. Unter der Verwendung verschiedener Ansétze
ist das Problem fiir eine Vielzahl von Modellen, wie das Bogenmischen und die
Ehrenfest-Urnen, beantwortet. Jedoch konnen, wie wir es fiir das Ehrenfest-
Modell gesehen haben, schon kleine Verdnderungen in dem Modell zu drastischen
Verdnderungen im Verhalten fiihren. Daher bleibt das Verstehen des allgemeinen
Mechanismus, wann ein Cutoff auftritt, eine wichtige Frage, welches es uns
erlauben wiirde, das Verhalten von neuen Modellen vorherzusagen ohne diese
jeweils von vorne zu analysieren.

Mithilfe analytischer und wahrscheinlichkeitstheoretischer Techniken wur-
den verschiedene Versuche unternommen, ein Kriterium fiir Cutoff fiir eine
Klasse von Markov-Ketten zu geben. Jedoch bieten diese Ansédtze noch kein
vollstdndiges Bild. Zum Beispiel wurde in [6] ein Cutoff fiir Markov-Ketten mit
bestimmten geometrischen Eigenschaften, welche Irrfahrten auf bestimmten
Graphen inkludiert, gezeigt. In [4] sind Techniken entwickelt worden, welche
eine Cutoff-Bedingung fiir die Klasse der ‘schwachen asymmetrischen einfachen
Ausschluss-Prozesse’ (engl: weakly asymmetric simple exclusion processes) bietet.
Dies sind Teilchenprozesse auf einer Linie, welche mit leicht unterschiedlichen
Wahrscheinlichkeiten nach links oder rechts springen. Diese Prozesse zeigen
ein Cutoff-Phidnomen wenn die Segmente der Linie feiner und feiner werden.
In diesem Fall sind obere und untere Schranken fiir die Zeit, zu welchem das
Modell sich dem Gleichgewicht anndhert, analysiert worden.

Jedoch decken diese Ergebnisse nur einige Klassen von Markov-Ketten ab. In
vielen Fillen kann man nur vermuten, ob ein Cutoff existiert. Daher fehlt immer
noch ein allgemeines Kriterium, welches fiir alle Markov-Ketten anwendbar ist
und das Problem bleibt fir die Zukunft weiter ungelost.
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